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Loi néi dau

Hinh hoc té hop — 1a mot bo phan caa hinh hoc ndi chung va Ia mét nhanh caa
t6 hop. Nhimg bai toan lién quan dén hinh hoc t6 hop rat da dang vé noi dung va
phuong phap giai. Nhiéu bai todn phat biéu don gian, c6 thé thdy dung ngay nhung
dé giai duoc thi can trang bi nhitng kién thirc riéng vé hinh hoc t6 hop va hinh hoc.
Khi d6 bai toan s& tré nén rat dé dang. Tuy nhién ciing c6 nhitng bai doi hoi kién
thizc chuy@n sau, va tham chi cé nhiéu bai hinh hoc t6 hop tong quét cho khéng gian
van chua c6 15i giai.

Hinh hoc t6 hop dugc coi nhu ndi dung danh cho hoc sinh kh4, gioi bac Trung hoc
co s& va thudng xuyén xuat hién trong cac dé thi hoc sinh gioi, dé thi tuyén sinh
THPT chuyén, dé thi Olympic truyén thong 30/4, ...

Luan vin nay dua ra mot sé cach giai co ban cho cac bai hinh hoc t6 hop xuat
hién trong cac ki thi thoi gian qua, la tai liéu tham khao cho cac hoc sinh kha, gioi
tu lop 7.

Bb cuc cua luan van nay gom ba chuong
Churong 1. Mot sé phwong phdp co ban.

Chuong nay trinh bay cic phuong phap co ban duoc van dung dé giai cac bai
toan hinh hoc t6 hop nhu: Nguyén li Dirichlé; nguyén 1i cuc han; phuong phap do
thi, t6 mau; phuong phap tao da giac bao; phuong phap ma rong, thu nho moét hinh.
Ngoai ra phuong phap phan chimg ciing dwgc sir dung nhiéu nhung dan xen cung
cac phuong phép khac.

Chirong 2. Mgt s6 dang toan hinh hoc té hop thieong gap.

Chuong nay dua ra cac bai toan hinh hoc t6 hop cu thé, da duoc sip xép theo
ting dang: Hé diém va duong thang; diém niam trong hinh; hinh nim trong hinh;
pht hinh; hinh giao nhau; dém cac yéu té hinh hoc; danh gia do dai, goc, dién tich.
Churong 3. Mgt sé bai hinh hoc té hop trong cdc dé thi.

Chuong nay dua ra mot s6 bai hinh hoc t6 hop c6 trong cac dé thi hoc sinh gioi

I6p 9 cac tinh, cac dé thi tuyén sinh THPT chuyén, cac dé thi Olympic Toan hoc.



Dé hoan thanh duoc luan vin ndy, em xin dwoc gii 10i cam on sdu sic t6i

PGS. TS Vi B6 Long da danh thoi gian huéng dan, danh gia, chi bao, tan tinh gidp
d& em trong qua trinh xay dung dé tai cling nhu hoan thién luan van.
Qua day em ciing xin dugc gui 10i cam on chan thanh tgi Ban giam hiéu, phong sau
bai hoc, khoa Toan - Co - Tin hoc truong Pai hoc Khoa hoc Tu nhién - DPai hoc
Quéc gia Ha Noi da tao diéu kién thuan lgi cho em trong sudt qua trinh hoc tap tai
truong.

Em xin cam on gia dinh, ban bé va tat ca moi ngudi dd quan tim, tao diéu
Kién, giup d6 em hoan thanh luan van nay.

Tuy d c6 nhiéu ¢b gang nhung do thoi gian va kha ning c6 han nén céc van
dé trong luan vin van chua duoc trinh bay siu sic va khong thé tranh khoi c6 nhiing
sai s6t trong cach trinh bay. Mong duoc sy gop Y Xay dung cua thay c6 va cac ban.

Em xin chan thanh cam on!

Ha Ngi, thang 04 nam 2015
Hoc vién
Tran Thi Lién



Chuwong 1
Mt s6 phwong phap co ban

Trude khi di vao mot s6 phuong phap co ban dé giai bai toan hinh hoc té hop, ta xét
cac khai niém sau

+ Mot hinh F duogc goi 1 16i néu véi hai diém A va B bat ki thuoc F, thi doan
thang ndi hai diém A, B ciing thudc F .

+ Khoang cach 16n nhat giita hai diém bat ki trong mot hinh 15i 12 dwong kinh cua
hinh 16i d6.

1.1. Nguyén li Dirichlé

Nguoi dau tién dé xuit nguyén 1i nay duoc cho 12 nha todn hoc Ptc Johann Dirichlé
khi 6ng d¢ cap téi nguyén li véi tén goi “nguyén li ngin kéo” (The Drawer
Principle). Ngoai ra nguyén i nay con dugc biét dén nhu nguyén li chim bd ciu
(The Pigeonhole Principle) hodc nguyén Ii nhitng cai long nhét tho.

Nguyén li nay dugc Dirichlé phat biéu dau tién nam 1834.

“Nguyén ly Pirichlé ¢ dang cb dién thudng duoc dung dé ching minh ton tai theo
kiéu khong xay dung (non-constructive), tic 1a biét doi tuong ton tai nhung khong
chi ra cu thé.” (Trich bai giang Cac phuong phap va k¥ thuat ching minh, trinh bay
tai chuong trinh Gap g& toan hoc 2010 do PHQG Tp.HCM tb chic tir ngay 25/1 -
31/1/2010.)

a) Nguyén li Pirichlé co ban

Nhot n+1 tho vao n 16ng thi ton tai mot 16ng co it nhat hai tho.

b) Nguyén li Pirichlé tong quéat

Néuco N do vat duoc dit vao trong k hop, N khdng chia hét cho k, thi s& ton tai
mot hop chia it nhat [%}1 do vat.

(O day, [x] 1as6 nguyén I6n nhét c6 gia tri nhd hon hodc bang x.)



Chwng minh

Gia sir moi hop déu chira it hon {%}rl vat. Khi d6 tong s6 d6 vat nho hon hoic

bang k{ﬁ} <N.

k
Diéu ndy mau thuan véi gia thiét co N dd vat duoc dit vao hop.
¢) Nguyén li Pirichlé ddi ngiu

Cho tap htru han S+, va S,S,,..,S, la cac tap con cua S sao cho

|S,|+[S,|+...+|S,| > k|S|. Khi d0, ton tai m¢t phan tir x thudc S sao cho x 1a phan tur
chung ciia k+1 tap S,,i=1,n.

O day |S| 1a s6 phan tir cua tap hop S .

IS|,i=1n lasb phan ti cia cac tap hop ;.

d) Nguyén li Dirichlé cho dién tich

Néu K la mot hinh phang, K,K,,..,K, la cac hinh phang sao cho K. c K véi
i=1n,va | KK |+|K,|+.+K_|.

O day |K| la dién tich cua hinh phang K, con | K, | la dién tich hinh phing K,

=1

>

Khi dé, ton tai it nhét hai hinh phang K;, K, (1<i< j<n)sao cho K, K, c6 di¢m
trong chung.

e) Nguyén li Dirichlé vé han

Néu chia mot tap hop vo han céc qua tao vao hitu han ngin kéo thi phai cd it nhat
mot ngan kéo chira vo han cac qua tao.

f)  Nguyén li Pirichlé d6i véi doan thiang

Ta ki hiéu d(1) 1a d6 dai caa doan thang | namtrong ;| .

Cho A 1a mot doan thang, A, A,,... A, la cic doan thang sao cho A c Aji=1n va
d(A)<d(A)+d(A)+...+d(A).



Khi d6 it nhat c6 hai doan thing trong sé cac doan thiang trén c6 mot diém trong
chung.
Chwng minh
Gia st khong co6 hai doan thing nao trong cac doan thing di cho c6 diém trong
chung. Khi do
d(AUA U..UA)=d(A)+d(A)+..+d(A)>d(A).
Matr A cAi=1n,tacd d(AUA U..UA)<d(A).
Hai bat dang thtc trén mau thuin voi nhau nén diéu gia st 12 sai.
Vay ¢6 it nhat co hai doan thang trong sé cac doan thang trén c6 mot diém trong

chung.

e  Nguyén li Dirichlé thuong lién quan dén cac bai toan thi dau thé thao, chia hét,
nguyén t cting nhau, dd thi, t6 mau, quen nhau va cac bai toan hinh hoc. O day chi
dua ra mot s6 bai toan co ban sau.

Bai 1.1. Bén trong tam giac déu ABC canh bang 2m dit nim diém. Chirng minh
rang ton tai hai diém c6 khoang cach nho hon 1m.
Loi gidi

Ba duong trung binh ciia tam giac déu

canh 2m sé& chia nd ra thanh bbn tam

giac déu c6 canh 1m (hinh 1).

Ta c6 nam diém dat trong bén tam

giac. Do d6 theo nguyén li Dirichlé,

ton tai mot tam giac nho ma trong do

co it nhat hai diém da cho, va cac

diém d6 khong thé roi vao cac dinh

cua tam gidc ABC. Vay khoang cach

gita hai diém d6 nh6 hon 1m. B C

hinh 1



Bai 1.2. Trén mit phang cho 43 diém. Trong d6 ctr ba diém bat ki ludn ludn tim
dugc hai diém c6 khoang cach nho hon 1. Chirng minh rang ton tai hinh tron béan
kinh 1 chtra khong it hon 22 diém di cho.

Loi giai

Ldy A 1a mot trong s 43 diém da cho. Xét hinh tron (A;1). Chi c6 hai kha ning
sau co thé xay ra

+ Néu tat ca cac diém da cho nam trong hinh tron (A;1) thi két luan cua bai toan l1a
dang.

+ Ton tai diém B # A (B thudc trong s6 43 diém di cho), sao cho B ¢ (A1), Vi

B¢ (A1 nén AB>1.

Xét hinh tron (B;1).

Liy C la diém bat ki trong so 43
diém da cho sao cho C # A.C # B.
Theo gia thiét va dua vao AB>1, ta

cO Min{CA,CB} <1.

Vithé C e (A1), hoic C e (B;])
(hinh 2).

Vi C la diém bét ki trong s6 43 diém d3 cho sao cho C # A,C = B nén cac hinh

hinh 2

tron (A1), (B;1) chira tit ca 43 diém da cho. Vi thé theo nguyén 1i Pirichlé, mot
trong hai hinh tron trén chtra khong it hon 22 diém da cho. Ta c6 diéu can chang
minh.

Tong quét

Cho 2n+1 diém trén mat phang (v6i n>3). Biét trong d6 cr ba diém bat ki ludn
ludn tim duoc hai diém c6 khoang cach nhé hon 1. Khi d6 ton tai hinh tron ban kinh

1 chira khong it hon n+1 diém di cho.



Bai 1.3. Cho mét hinh vuéng c6 dién tich bang 1. Nguoi ta dat vao trong hinh

vubng mot cach tiy y 101 diém. Ching minh ring ton tai it nhat mot tam giac voi
ba dinh 1a céc diém trong sé cac didm da cho c6 dién tich khng qua %

L& giai. Ta chia hinh vudng ABCD thanh 50 hinh chit nhat bang nhau c6 dién tich
L bing cach sau

50

+ Chia canh AB thanh 10 doan lién tiép bang nhau.

+ Chia canh AD thanh 5 doan lién tiép bang nhau.

Khi dat 101 diém vao trong 50 hinh chit nhat thi it nhat mot hinh chit nhat chira ba
diém. Gia st hinh chit nhat d6 chira ba diém M, N, K.

Khi @6 dién tich AMNK khéng Ién hon mot nira dién tich hinh chir nhat chira no tac

la khong I6n hon ﬁ Pidu d6 c6 nghia 13 ton tai it nhat mot tam giéc véi ba dinh

1a cac diém trong sb cac diém da cho co dién tich khéng qua ﬁ

e  Tuong tu ta cd bai toan sau

Bai 1.4. Trong hinh vuéng c6 canh bing 1, dit 201 diém phan biét. Chizrng minh
rang c6 it nhat ba trong s6 201 diém d6 nam trong mot hinh tron ban kinh ﬁ.

L&i giai. Chia hinh vudng da cho thanh 100 hinh vudéng nhé bang nhau c6 canh

. 1 . . ,
bang E Theo nguyén li Dirichlé, ton tai it nhat mét hinh vuéng nho, chang han

hinh vuéng a chua it nhat ba trong s6 201 diém d6. Puong tron ngoai tiép hinh

1 1
<.
102 14

Viy ba diém noi trén nam trong hinh tron ddng tam vai hinh vudng a va cé ban

vudng a c6 ban kinh

Kinh i
14



Téng quéat. Ta co thé tdng quat hoa bai toan trén véi a 1a kich thude caa canh hinh
vubng, m la sb diém dat bat ki, phan biét. Ching minh rang c6 it nhat n trong s6

2 . - v a
m diém d6 nam trong mét hinh tron ban kinh

(trong d6 ki higu [x] Ia phan nguyén cua x.)

e Nguyén li Pirichlé con dwgc str dung rat nhiéu trong cac bai toan vé td mau
db thi.

Bai 1.5. Gia sir mdi diém trén mat phang c6 ké luéi 6 vudng duogc td bang mot trong
hai mau xanh va d6. Chiang minh rang ton tai mot hinh chit nhat ¢ cac dinh cing
mau.

Loi giai

Xét mot ludi 6 vudng duoc tao bai ba dudng nam ngang A, B,C va chin dudng nam
doc duoc danh sd tir 1 dén 9.

Xét ba nut ludi caa mot dudng nam doc ta thay rang mdi nat ¢ hai cach td mau nén
moi bd ba nlt cd 2x2x2=8 céch td mau.

Nhu vay c6 chin duong nam doc ma c6 tdm céach td nén s& c6 hai dudng nam doc c6
cling céach t6 mau. Gia sir nt giao ciia hai duong doc do 1a hai bo ba diém A, A, A,
va B,B,,B,.

Vi ba diém A, A, A chi c6 hai cach to nén c6 hai diém t6 cing mau. Gia sa A, A,
t6 cung mau.

Vi hai bo nay c6 cach t6 mau giéng nhau nén B, B, ciing to cling mau va cling mau
véi A, A,. Do d6 hinh chir nhat AAB,B, c6 cac dinh td6 cung mau.

Tong quét

Néu mdi diém trén mat phang c6 ké ludi 6 vudng dugc td bang mot trong n mau thi

tdn tai mot hinh chi nhat ¢o cac dinh cuing mau.



Bai 1.6. Cho hinh vudng va 21 duong thang, mdi duong thang déu chia hinh vudng
thanh hai to gidc co ti s6 dién tich bang 2:3. Chiing minh ring trong 21 dwong
thang do, co it nhat sau dudng thang cing di qua mot diém.
Loi giai

Céc duong thang da cho khéng thé cit

cac canh ké nhau cua hinh vuéng, boi

vi néu thé chung chia hinh vudng

thanh mot tam gidc va mot ngii giac

(chtr khdéng phai la chia hinh vudng
thanh hai tr giac) (hinh 3).

hinh 3

Nhu vay, moi dudng thang (trong sb

21 duong thang) déu cat hai canh doi

cua hinh vudng va khong di qua mot ?"
dinh nao cua hinh vudng.

Gia st mot duong thang cit hai canh

dbi AB va CD tai cac diém M va N . ET ) F
(O day E va F lan luot 13 trung diém

caa AD va CB) (hinh 4).

TacéM:EQEJ —g. D‘ T C

o 3 FJ 3

hinh 4

Vay mdi duong thiang di cho chia dudng trung binh cua hinh vuéng theo ti s6 2:3.
C6 bén diém chia duong trung binh caa hinh vudng theo ti s6 d6 1a 1,J,K, T nhu
hinh 4, véi P va Q lan luot 14 trung diém ciia AB va CD.
E)_FT_Pl_OK_2

JF TE 1Q KP 3

C6 21 duong thiang di qua 4 diém nén theo nguyén li Pirichlé, ton tai mot trong 4
diém 1,J,K,T sao cho né c6 it nhat 6 trong 21 duodng thang da cho di qua. Ta ¢

diéu phai chizng minh.

10



Bai 1.7. C6 nam cip vo chdng té chizc mot budi gap mat. Khi gap mat, ho bét tay
nhau nhung khong ai tu bat tay ngudi trong gia dinh va ngudi ma vo hoic chong
ciia minh d3 bt tay, hai nguoi bat tay nhau khdng qua mét lan. Son héi chin nguoi
con lai 14 ho da bt tay duoc bao nhiéu 1an. Ho nhan thiy chin ngudi dugc hoi déu
tra 1oi nhitng con sb khéac nhau. Hoi vo Son bét tay may lan?

Lo giai. Mdi ngudi bat tay khong qué 8 1an (trir minh va ngudi trong gia dinh).

Vi cau tra 1oi ciia 9 ngudi 1a 9 s khac nhau nén 1a cac sé tir 0 dén 8.

Nguoi bat 0 1an phai 12 hon thé cua ngudi bat 8 lan.

Ngudi bat 1 1an phai la hon thé cia nguoi bat 7 1an.

Ngudi bat 2 1an phai 1a hon thé cia nguoi bit 6 lan.

Nguoi bat 3 1an phai 1a hon thé cua nguoi bat 5 lan.

Con mot nguoi bat tay 4 lan, d6 1a vo Son.

Bai 1.8. Chiang minh rang mét duong thang chi ¢ thé cit nhiéu nhat hai canh cua
mot tam giac & phan trong cua c4c canh nay.
Hwéng din giai. Mot duong thang d
bat ki luén chia mit phang ra lam hai
mién, cho nén theo nguyén li Pirichlé,

ton tai mot mién chaa it nhat hai dinh,

khéng mat tong quat ta gia st do 1a

hai dinh A va B cua tam gidc ABC,
(hinh 5). Khi d6 canh AB nam hoan

toan trong nira mat phang nay va

hinh 5

khong cat d .

Bai 1.9. Trong mat phang cho tap hop A ¢ n diém, n>2. Mot s6 cap diém duoc
ndi v6i nhau bang cac doan thang. Ching minh rang tap A ¢ it nhat hai diém dugc
ndi véi cuing mot sb luong diém khac thuoc A.

Lo giai. Gia sir diém M thuoc tap A,S(M) la sé diém dugc ndi véi M . Khi d6

11



0<S(M)<n-1.
Mt khac s& khong ton tai hai diém M, N thuoc A ma S(M)=0 va S(N)=n-1
vi néu S(N)=n-1 tic 1a N duoc ndi voi n—1 diém con lai nén S(M)>1. Mau
thuan.
Vay chi ¢ thé c6 tdi da n—1 gi& tri cho S(M). Ma cd n diém nén ton tai it nhat hai

diém duoc ndi vai ciing mot sé luong diém khac thuoc A.

Bai 1.10. Chung minh rang trong moi da giac 16i véi sé canh chan, ton tai duong

chéo khéng song song vai mot canh nao cua da giac.

n(n-23)
2

Hwéng dan giai. Mot da giac 16i 6 n canh thi c6 duong chéo.

Xét mot da giac 16i bat ki véi sb canh 1a chin (da giac 16i 2k canh, k >2).
Khi d6 sé dudng chéo cia no la
. 2k(2k —3)

2

Gia sir nguoc lai mdi duong chéo cua da giac déu song song véi mot canh nao dé

= 2k(k—2)+k>2k(k—-2). @

cua da giac. Pa gidc ndy c6 2k canh, vi thé tir (1) ta c6 ton tai it nhat k-1 duong
chéo d,,d,,d,,...,d_, ma cac duong chéo ndy cung song song véi mét canh a nao
d6 cua da giac dd cho. That vay, néu nguoc lai mdi canh tdi da 1a song song Voi
k-2 dudng chéo thi 2k canh song song téi da 2k(k —2) duong chéo. Piéu nay

mau thuin véi (1). Vay c6 k dudng thang song song véi nhau d,,d,,d,,...,d, ,,

a.
Vi da gidc di cho 1a da gidc 16i nén cic duong chéo d,,d,,d,,...,d, , cling nam trén
mot nira mit phang bo a.

Khong mat tinh tong quét co thé cho d, 1a dudng chéo xa nhat ddi véi a. Ta co tat
ca k doan thang phan biét, nén mdi dinh cua da giac déu 1a ddu mat cua mot doan
nao d6 trong k doan trén. Do d6 toan bo da giac nam han vé mot nira mat phang bo

d,. Ma d, 1a dudng chéo, nén diéu ndy mau thuin véi tinh 16i ciia da gidc. Vay

12



diéu gia sir 12 sai tac 12 ton tai duong chéo khong song song véi mot canh nao cua

da giac.

Bai 1.11. Ching minh ring trong moi khéi da dién 16i, tn tai it nhat hai mat c6
cuing sb canh.

Lo gidi. Goi M 12 mat ¢ s6 canh 16n nhat caa khéi da dién. Gia st mat M co k
canh. Khi dé, vi c6 k mit c6 canh chung véi M nén da dién c6 it nhat k+1 mit. Vi
M 1a mit ¢ sé canh I6n nhat bang k nén moi mit caa da dién c6 s6 canh nhan mot
trong cac gia tri 1,2,....k. Vay da dién c6 it nhat k+1 mat, s canh cta nd nhan mot

trong k gié tri. Theo nguyén 1i Dirichlé, c6 it nhat hai mat c¢é cling s6 canh.

Bai 1.12. Trong mét hinh lap phuong cé canh 15m chira 11000 diém. Chiing minh
rang c6 mot hinh cau ban kinh 1m chua it nhat sau diém trong s6 11000 diém do.
Loi giai. Chia mdi hinh 1ap phwong thanh 13 phan thi hinh lap phuong duoc chia
thanh

13° =2197 hinh lap phuong nho. Ta thdy 11000 >5.2197 =10985.

Nén ton tai it nhat mot hinh lap phuong nhé ma hinh 1ap phuong nay chua it nhat
sédu diém.

Goi canh hinh lap phuong nho 12 a thi hinh cau ngoai tiép hinh lap phuong cé ban

2 2
kinh 1a R = (gj +(Ej _a2

2 2
15 2

Do dé R:E'7<l' Vay ¢ mét hinh cau ban kinh 15m chwa it nhat sau diém

trong s6 11000 diém d cho.

Bai 1.13. Trong hinh chit nhat 3x4 dit sau diém. Chang minh ring trong s6 d6 luon
tim duoc hai diém c6 khoang cach gitra chiing khdng 16n hon /5 .

Loi giai

Chia hinh chir nhat da cho thanh nam hinh ABCD, BCEFG, FGHI,CDKQE, EFIJQ.
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C6 sau diém dit vao nam hinh nén ton tai mot trong ndm hinh chua it nhat hai trong

sau diém da cho.

hinh 6

Ca nim hinh trén déu c6 dudng kinh 13 /5 nén ludn tim dwoc hai diém trong sb sau

diém da cho c6 khoang cach khong qua /5.

Bai 1.14. Cho (x,y;,z), i=19 1a mot tap hop gom chin diém khac nhau c6 toa do
nguyén trong khong gian. Ching minh rang trung diém cia duong ndi it nhat mot
trong céc cap diém nay co toa d6 nguyeén.

Loi giai

Goi toa do hai diém bat ki trong khong gian 1a A(a,b,c) va B(d,e, f).

Viy trung diém cua doan thang AB a I(a;d ,b;e sz)

CAc toa d6 cua diém | nguyén néu vachinéu a va d; b vae; c va f cing chan
hoac cung lé.

Co6 tat ca 2° =8 bo ba chin, Ié khac nhau nén theo nguyén li Dirichlé, c6 it nhat hai
trong chin diém c6 cung bo ba chén, I¢ nhu nhau.

Vay c6 it nhat mot cap diém ma trung diém cua ching co toa do nguyén.
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Téng quat hoa bai toan. Cho tap hop gdom m diém khac nhau cé cac toa do
nguyén trong khdng gian. Ching minh rang trung diém cia dwong ndi it nhat

trong céc cip diém nay co toa o nguyén.

Bai 1.15 (Pé thi dé nghi cia Trudng THPT Mac Binh Chi - TP. H5 Chi Minh,
Olympic 30 thang 4, 2014). Cho bay diém phan biét nam bén trong mot hinh vuéng
ABCD c6 canh bang 10. Chirng minh rang c6 it nhat mot diém trong hinh vuong da
cho (c6 thé nam trén canh cua hinh vuéng) sao cho khoang cach tir né dén bay diém
da cho déu lén hon 2,5.

Loi giai

Goi 1,J,K,L lan lugt 1a trung diém

cua AB,BC,CD,DA. Trén doan IK
lay cac diém M, P trén doan JL lay

cac diém N,Q sao cho

IM=IJN=KP=LQ=1.
Tacd
MP=NQ=8>5.

MA=MB = NC = PC = PD = QD = QA

— /5% +12 = /26 > 5.

Va MN = NP =PQ=QM =4/2 >5.

Do d6 néu xét tam hinh tron c6 tdm lan lugt 12 A B,C,D,M, N,P,Q, ban kinh 1 2,5
thi cac hinh tron nay d6i mot khong cé diém chung.

C6 bay diém phan biét, cd tam hinh tron nén ton tai it nhat mét hinh tron khéng
chira diém nao trong sb bay diém da cho. TAm ctia hinh tron nay chinh 1a diém c6

khoang céch tir né dén bay diém da cho déu 16n hon 2,5.
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1.2. Nguyén li cuc han

Nguyén Ii 1: “Trong mét tdp hop hitu han (khéac réng) cac sb thuc, ton tai s6 nho
nhat va ton tai s 16n nhat”.

Nguyén Ii 2: “Trong mot tap hop khac rdng cac sé tu nhién ludn cé thé chon duoc
s6 nho nhat”.

e Trong qué trinh tim kiém 10i giai nhiéu bai toan hinh hoc, s& rat cé lgi néu
chiing ta xem xét cac phan tu bién, phan tir gii han nao dé, tirc 12 phan tir ma tai d6
mdi dai lwgng hinh hoc c6 thé nhan gia tri Ion nhat hoic gia tri nho nhat, chiang han
nhu

- Xét doan thang 16n nhat (nho nhat) trong mot s6 hitu han cac doan thang.

- Xét goc 16n nhat (nho nhat) trong mot sb hitu han cac goc.

- Xét da giac c6 dién tich hoac chu vi Ién nhat (nho nhat) trong mot s6 hitu han
cac da giac.

- Xét khoang cach Ién nhat (nho nhat) trong mot s6 hiru han cac khoang cach
gitra hai diém hoic khoang cach tir mot diém dén mot duong thang.

- Xét cac diém ¢ phia trai nhat hoac ¢ phia phai nhat cia mot doan thang (gia
thiét doan thang d6 nam ngang).

e Néu A latap hop nhiing diém trong mat phang (khéng gian) thi mot diém P
s& goi la diém bién cia A néu moi hinh tron (qua cau) tam P chtra ca nhiing diém
thudc A va nhitng diém khong thudc A. Tap hop nhimg diém bién ciaa A goi la tdp

bién cua A.

Bai 1.16. Ton tai hay khong ton tai 20 diém sao cho véi bat ki hai diém A B nao
trong 20 diém do6 ciling ton tai diém C trong cac diém con lai sao cho ACB < 60°.
Loi gidi

Gia sir ton tai 20 diém théa man tinh chat nhu dé bai. Goi A B la hai diém c6
khoang céach 16n nhat trong cac khoang cach gitta hai diém trong 20 diém da cho.

Theo dé bai, ton tai diém C trong cac diém con lai sao cho ACB <60°,
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Diém C khéng thé thuoc duong thing AB vi ACB <60°. Vay ta xét AABC, AB la
canh 16n nhat nén ACB 1a gdc 16n nhat caa AABC.

Vi ACB <60° nén B<60°, B<60°. Tirdo taco B+ B+E<3.60°=180°. Diéu nay vo
li. Vay diéu gia st 1a sai. Do d6 khong ton tai 20 diém thoa man tinh chat nhu dé
bai.

Bai 1.17. Chang minh rang bén hinh tron dudng kinh 12 bon canh cua mot ta giac
15i thi pha kin mién t giac ABCD.

Loi gidi

Liy M la mot diém tiy y cua tir giac 16i ABCD. C6 hai truong hop xay ra

TH1. M nam trén mot canh cua ta gidc ABCD. Khi @6 M niam trong hinh tron c6
duong kinh 1a canh 4y. Trong trudng hop ndy két luan cua bai toan 1a dang.

TH2. M nam ¢ mién trong tt giac 16i
ABCD. Khi d6 ta co

AMB + BMC +CMD + DMA = 360°.

Theo nguyén Ii cuc han thi ton tai
max{ AMB, BMC,CMD, DMA } = BMA.

Khi d6 BMA>90°, hinh 8.

Nén M nam trong (hodc nam trén)
duong tron duong kinh AB . hinh 8

Vay M bi pha boi duong tron nay.

Do M 1a diém tly y cua tir giac ABCD, nén bén hinh tron néi trén phu kin tir giac

16i da cho. Piéu phai chang minh.

Bai 1.18 (Pé thi hoc sinh gioi qudc gia 1992 - 1993 bang A).
Mot nudc cd 80 san bay, ma khoang cach gitra hai san bay nao ciing khac nhau.
MJ3i may bay cét canh tir mot san bay va bay dén san bay nao gan nhat. Chang minh

rang trén bat ky san bay nao cling khong thé c6 qua nim may bay dén.
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Lo giai. Tur gia thiét ta co néu cac may bay tir cac san bay M va N cung dén san
bay O thi MN 1 16n nhat trong céc canh caa tam giac MON , do d6 MON > 60°.

Gia st rang cac may bay bay tir cac san bay M , M., M,,...M, dén san bay O thi
360°

téng cac goc ¢ tam O bang 360°. Vay >60° < n<6.

Vay trén bat ky san bay nao ciing khong thé c6 qua nim may bay dén.

Bai 1.19 (Pé thi hoc sinh gisi qudc gia 1992 - 1993 bang B).

Trong AABC c6 ba goc nhon, lay mot diém P bat ki. Chitng minh khoang céch Ién
nhét trong cac khoang cach tir diém P dén cac dinh A, B,C cua tam giac khong nho
hon hai 1an khoang cach bé nhat trong cac khoang cach tir diém P dén céc canh cua
tam giac do.

Loi gidi

Dung PA,PB,,PC, tuong ttng vudng goc véi cac canh BC,CA, AB. Vi AABC c0 ba
g6c nhon nén cac diém A,B,,C, tuong tng nam trong doan BC,CA, AB.

Noi PA,PB,PC taco APC,+C,PB+BPA +APC +CPB, + B PA=360°.

Cho nén gdc Ién nhat trong sau goc nay s& Ion hon hoic bang 60°.

Khong mat tinh tong quét, ta gia sit APC, 14 16n nhat, khi d6 APC, >60°.

Xeét AAPC, vudng tai C , ta co
PC,

=cosAPC, <cos60° = %

Tu d6 AP>2PC..
Nhu vay

Max { PA, PB,PC} > 2PC,
>min{PA, PB,,PC,}.
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Bai 1.20. Cho tap hop M gdm 10 diém trén mat phang khéng cung thugc mét
duong thang. Ké cac duong thang di qua ting cip hai diém trong 10 diém do.
Chung minh rang ton tai mot duong thing di qua dung hai diém cua tap hop M .
Loi giai

Xét cac khoang cach khac 0 tr mdi diém cua tap hop M dén tat ca cac duong
thang duoc ké. Vi sb diém Ia hitu han nén sé khoang cach ciing hitu han, ta chon ra
khoang cach nho nhit.

Gia str khoang cach nho nhit do6 1a khoang céch tir diém A dén duong thang d . Ta
s& chang minh d 1a duong thang can tim tic 1a d chi chira ding hai diém cua tap
hop M.

Gia st duong thang d chua thém A
diém tha ba coa tap M . Goi ba diém

cua tap M ma duong thang d di qua

la B,C,D. K& AH Ld. Ton tai mot K

trong hai tia géc H cha hai diém,

chang han d6 1a C va D. Khong mat
tinh tong quat, gia st HC < HD.

Ké CK L AD.

Khi d6 CK < AH .

Piéu nay ching to khoang cach tir C dén AD nho hon khoang cach tr A dén
duong thang d . Vay diéu gia su 1 sai tic 12 d chi chira dang hai diém cua tap hop
M.

Nhan xét

- Bai toan trén c6 thé thay 10 diém boi s diém Ion hon 3.

- Nguyén Ii cuc han duoc sir dung dé chon ra khoang cach nho nhét trong mot
s6 hitu han cac khoang cach tir mot diém da cho dén mot duong thang di qua hai
diém da cho.

- Nguyeén Ii cuc han dugc sir dung phdi hop véi phuong phap phan ching.
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- Bai toan trén do nha toan hoc Anh - Sylvester néu Ién cudi thé ki 19, gan nta
thé ki sau méi co 15i giai.

1.3. Phwong phap dé thi, t6 mau

Bai 1.21. Cho sau diém trong d6 ba diém nao ciing duoc ndi véi nhau thanh mot
tam giac cd canh duoc t6 boi mot trong hai mau xanh hodc d6. Chirng minh rang
bao gid ciing ton tai mot tam giac ¢6 ba canh cling mau.

Loi giai. Xét A 1a mot trong sau diém da cho. Nam doan thang ndi A véi nam
diém con lai duoc t6 boi hai mau nén theo nguyén 1i Pirichlé, ton tai ba doan thang
cuing mau. Khdng mat tinh tong quat, gia sir ba doan thang d6 1a AB, AC,AD. C6
hai truong hop.

TH1. AB,AC, AD cung t6 mau do. Xét ABCD.

Néu t6n tai mot canh cia tam giac dugc té mau do, chang han BC thi AABC ¢ ba
canh cung mau do.

Néu khong cd canh nao t6 mau do tic 1 ca ba canh cia ABCD dugc td mau xanh.
TH2. AB, AC, AD cung t6 mau xanh. Ta chirng minh hoan toan twong tu nhu TH1.
Phuc tap hon ta co bai tap sau

Bai 1.22. Trén mat phang cho 18 diém, sao cho khong ¢ ba diém nao thang hang.
N&i tirng cdp diém vai nhau va t6 mau cho moi doan thang thu dwoc boi mét trong
hai mau xanh va do. Chang minh rang luén tim dugc mot tir giac ma cac dinh cua
né nam trong tap diém da cho sao cho canh va duong chéo cua né cling mau.

Loi giai.

Gia s A(i=118) l1a 18 diém da cho. Xuét phat tir diém A c6 17 doan thing

AA(i=218). 17 doan thing d6 chi c6 hai mau xanh hodc dé, nén theo nguyeén Ii
Dirichlé, ton tai it nhat chin doan thang cung mau. Khéng giam tinh téng quét gia
sir d6 1a cac doan thang AA,, AA,,..., AA, va chiung cling mau do.

Xét muoi diém A, A,,..., A, chi co thé xay ra hai truong hop sau

TH1. Ton tai diém A, (2 < j <10) sao cho trong tam doan thang
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AA(2<k<10,k # j) co it nhat bon doan mau d6. Khong mat tinh tong quat c6

thé cho la A/A, A A, AA,AA miudo. Dén day lai chi con hai kha ning.

+ Hoac 1a moi doan thing

AsAL, AsAs, AsPg, AvAs, AP, AsAs déu mau xanh. Khi d6 AgAAsAs 1A thr giac

xanh thoa mén bai toan (hinh 22).

Ay

hinh 22
+ Ton tai mot doan thang A A;(3<i < j <6) mau dé. Khi do AAAA,

(3<i< j<6) lath gidc do thoa man yéu cau bai toan (hinh 23).
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TH2. Vi moi A (2< j<10), thi trong tdm doan thang AA (2<k<10,k # j) co
t6i da ba doan mau d6. Khi do, tdn tai mot diém (ching han A,) ma trong cac doan
thang A A (3<k <10,k # j) c6 t6i da hai doan mau dé. That vay, néu voi moi

A (2< j<10) ma c6 ding ba doan A/A (2<k <10,k # j) mau do, thi so doan
théng mau do néi trong nai b chin diém dé 1a 9_23 I s6 nguyen. V6 Ii.

Vi AA@B<k<10k=#j) co tdi da hai doan mau do nén trong sb cac doan
AA,AA AA,..,AA, coitnhit sau doan mau xanh. Khdng mét tinh téng quat ta
cho AA,AA,..,AA, mau xanh.

Xét sau diem A, AL AL ALALA,. D6 1a sau diém ma trong d6 khong co ba diém
nao thang hang, va mdi doan thang ndi hai diém chi c6 hai mau xanh hoic do. Theo
vi du trén thi luén ludn ton tai it nhat mot tam giac ma ba dinh chon trong
{A,A,A A A,A,} sao cho ba canh cing mau.

Lai c6 hai kha nang

v Gia sir ton tai tam giac A, A, A (5<i< j <k <10) mau xanh. Khi d¢ ttr giac
AAAA (5<i< j<k<10) latt giac xanh théa man yéu cau dé bai.

v Néu ton tai tam giac A, A, A (5<i< j<k<10) mau do, thi AAAA latu
giac can tim.

Nhu vay ta luén ching minh duoc ton tai mot tr gidac ma cac dinh cua nd nam trong

18 diém da cho sao cho canh va dudng chéo ciing mau.

Tuong tu nhu hai bai tap trén ta c6 bai tap phuc tap hon nhu sau.
Bai 1.23. Cho sau diém trong d6 ba diém nao ciing dugc ndi voi nhau thanh mot
tam giac c6 canh duoc t6 boi mot trong hai mau xanh hoic do. Chirng minh rang

bao gio ciing ton tai hai tam giac c6 ba canh cting mau.

, , |
L giai. SO tam giac tao thanh tir sau diém di cho 1a C; = % =20 (tam giac).
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Goi a la sb cac tam giac ma ba canh cting mau (goi la tam giac ddng mau), khi d6
s6 cac tam giac ma ba canh khong cling mau sé 1a 20-a.
Néu hai dudng cliing mau xuat phét tir mot diém thi ta c6 mot goc ddng mau.
Trong mdi tam gidc ddng mau ta c6 ba gbc ddng mau, con trong tam giac khong
d6ng mau chi c6 dang mot goc dong mau.
Vi thé s6 goc ddng mau 1a

3a+20—a=20+2a (goc). (2
Xét tai diém A . Gia sir xuat phat tir A c6 r doan thang mau do va 5—r doan thang
mau xanh. Khi d6 c6 thé thay ngay tai diém A s6 goc dong mau la

C2+CZ,.

(O day ta quy wéce sir dung ki hieu C¥ =0 néu 0<n<k )

Néu 0<r<1thi C’=0,con 5-r>4 thi C2, >C? =6.

5r
Néu 0<5-r<1thi C2, =0.Mar>4nén C>>C?=6.

Néu 2<r <3 thi C?+C2, =4.

Nhu vay ta luén c6 C2+CZ_ > 4. Didu d6 c6 nghia la tai mdi diém A(i=16), sb
goc dong mau c6 dinh tai A 1udn 16n hon hodc bang 4.

Két hop véi (2) taco 20+2a>64<a>2.

Vay ludn ludn ton tai it nhat hai tam gidc cuing mau (dinh cua cac tam giac nay

thudc vao tap sau diém da cho).

Bai 1.24. Cho mét dudng tron, ké mot s6 day caa duong tron. Biét ring mdi duong
kinh cat khdng qua maot day, ching minh rang tong d6 dai cac diy dugc ké nho hon
ntra chu vi duong tron.

Loi giai

Do tinh ddi xttng cua duong tron nén ta thay mot duong kinh cat day AB khi va chi
khi n6 cat day A'B' d6i xting vai day AB qua tam (hinh 24).

Ta t6 d6 cac diy dd cho va to xanh cac day dbi xiing véi cac day d6 qua tim O. Ta

nhan thiy
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+ Hai day d6 khong c6 diém chung vi mdi duong kinh cét khong quéa mot day.
+ Hai day xanh ciing khong ¢ diém chung do tinh d6i xang.

+ Hai day xanh va do ciing khong c6 diém chung.

hinh 24

Nhu vay tong do dai cac cung duoc chian bai day mau dé nho hon ntra chu vi duong

tron. Do d6 tong d6 dai cac day dugc ké nho hon nira chu vi dudng tron.

Bai 1.25. Chung minh ring khong thé dang ba hinh chit T (gdm bén 6 vudng) va
hai hinh chir 1 (gom hai 6 vudng) dé xép khit mot hinh vudng 4x4 gom 16 6
vuéng (hinh 25).

hinh 25
L giai. Ta td mau cac 6 vudng cua hinh vudng 4x4 boi cac mau den trang xen kg,
ta duoc tam 6 den va tam 6 tring.
Ta ciing t6 mau cac 6 vudng cta hinh chir | va chit T béi cac mau den tring xen k&.
Ta thdy mdi hinh chir | 1ap mot 6 den va mot 6 tring. Mdi hinh chix T lap ba 6 den

va mot 8 tring, hoic mot 6 den va ba 6 trang (hinh 26).
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7 % L/
B

Vay ba hinh chit T 14p mét s6 1é 6 den, hai hinh chit | I4p mot sé chén 6 den. Tong

hinh 26

hop lai ta c6 mot s6 16 6 den nén khong thé lap duoc tam 6 den cta hinh vudng da
cho.

Nhu vay khéng thé dung hai hinh chix | va ba hinh chit T dé xép khit mét hinh
vubng gém 16 6 vuong.

Nhan xét. Néu cir tim cach ghép cac hinh chix | va chix T vao & vudng thi rat kho.
Céch td mau cé4c 6 cua ba hinh trén d3 giup chung ta giai quyét bai toan mot cach dé
dang. O day ciing dung ca phuong phap doi xing va xét tinh chan 1é. Néu khdng st

dung dén tinh chan, 1é thi ¢ thé dém nhung s& t6n thoi gian hon.

Bai 1.26. Chirng minh rang tir sau s6 vo ti tiy y c6 thé chon ra dugc ba sé (ta goi ba
s6 d61a a,b,c) sao cho a+b,b+c,c+a ciing 1a sé vo ti.

Lo giai. Xét trén mat phang sau diém sao cho khong co6 ba diém nao thang hang.
Véi mdi diém ta s& gan cho né mot sb v ti. Nhu vay sau diém duoc gan sau sé vo ti
d3 cho. Hai diém mang sé a va b s& duoc ndi véi nhau bang mot doan thang mau
d6 néu a+b 1a s vo ti, con s& cd mau xanh khi a+b 14 sb hitu ti.

Theo Bai 1.34, ton tai it nhiat mot tam giac c6 cac canh ciing mau. Gia str tam giac
d6 c6 ba dinh duoc gian sé a,b,c. Chi ¢6 hai kha nang xay ra

Néu tam giac d6 13 tam giac c6 cac canh mau xanh. Khi 4y a+b,b+c,c+a 1a ba s6
hitu ti. LGc nay (a+b)+(b+c)—(c+a)=2b ciing 1a mot s6 hitu ti. Diéu nay vo Ii vi
b 14 56 vo ti.

Néu tam giac d6 1a tam giac c6 cac canh mau do. Khi ay a+b,b+c,c+a 1a basb vo

ti. Diéu phai chirng minh.
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1.4. Phwong phap tao da giac bao

Bai 1.27. (b6 dé vé da giac bao) Cho n diém khdng cing thuoc mot duong thang.
Chuang minh rang ton tai mot da giac 16i ¢ mdi dinh 12 mot trong n diém di cho,
sao cho cac diém con lai khdng nim ngoai da giac.

Lo giai. Vi sd diém da cho n 12 hitu han nén ton tai mot dudng tron c¢é ban kinh da
I6n chira tat ca n diém. Ly duong thang xy nam ngoai duong tron. Goi A 1a diém
gan xy nhat (néu c6 nhiéu diém co cing khoang cach ngan nhat dén xy thi chon A
1a diém cudi cung & phia bén phai).

Qua A ké duong thang d song song vai xy.

X

hinh 28 y

Quay duodng thang d quanh A nguoc chiéu kim dong hd cho dén khi gap mot diém
da cho ta dugc duong thang d,. Goi diém vira gap 1a A, (néu c6 nhiéu diém thuoc
d, thi chon A, 1a diém xa A nht).

Quay d, quanh A, nhu cach lam trén, ta dugc cac duong thang d, ..., cho dén khi
dugc duong thang di qua A, goi la duong thang d,. Ta nhan dugc da giac 10i

AA,...A théa man dé bai, hinh 28.
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Nhan xét

Ta goi da giac 16i AA,...A tao thanh theo cich trén la da giac bao n diém di cho.

Bai 1.28 (b6 dé& vé goc bao). Cho n diém khong cung thuoc mot duong thing.
Chtng minh rang ton tai mot goc nho hon goc bet c6 dinh 13 mot trong n diém da
cho sao cho cac diém con lai khéng thuéc mién ngoai cua goc do.

Nhan xét. Lap luan nhu Bai 1.44, ta dugc goc A,AA la goc théa man.

Ta goi goc tao thanh theo cach trén 1 goc bao n diém da cho.

Bai 1.29. Trén mit phang cho nam diém trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang.
Chung minh rang ton tai ba diém trong nam diém da cho 1a ba dinh cia mot tam
giac cé mot goc

a)  Nho hon hoic bang 36°.

b)  Lén hon hoic bang 108°.

Loi gidi
a) (st dung bo dé vé goc bao) B D
Theo bd d& vé goéc bao, tén tai ba
diém A B,C trong nim diém di cho E

A o C

sao cho hai diém con lai D,E nam Kinh 29

bén trong goc BAC.
108°

TH1. BAC <108’ (hinh 29). Khi d6, mot trong ba géc BAD, DAE,EAC < =36°.
TH2. BAC >108°, thi B+&<72°. Do d6 mot trong hai goc &, & nho hon 36°.
b)  (Sirdung b dé da giac bao) Ma ADB+BDC+CDA=360°. Nén mét

Theo bo dé vé da giac bao, ton tai da trong cac géc ADB,BDC,CDA lén hon

iac bao nam diém d cho. .
8 ‘ hoiic bing 120° >108° (hinh 30).
THL1. Pa giac bao la tam giac. Ton tai

diém da cho D nam trong AABC.
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hinh 30

TH2. Pa giac bao la tir giac.
Gia st tr giac bao la ABCE.
Xét AABC chira diém thtr nam 1a D . Tuong tu nhu trong THI, ta c6

ADB, BDC,CDA 16n hon hoic bing 120° >108° (hinh 31).
A

TH3. Da giac bao 1a ngii giac (hinh 32).
Tong céac goc cua ngii giac bang
(5-2)180° =540°. Khi do, ton tai mot
g6c 16n hon hoic bing 540° :5=108".

Ta c6 diéu phai chizng minh.

hinh 32

Bai 1.31. Chitng minh rang trong nim diém bat ki trén mat phang ma ba trong
ching khong thang hang ludn ton tai bon diém Iap thanh mot ti giac 16i.

L giai. St dung bo dé vé da giac bao ta ¢ cac truong hop sau

TH1. Pa giac bao nim diém da cho 1a ngii giac 16i ABCDE . Nhu vay bén diém bat
ki déu 1ap thanh mot tir giéc 16i.

TH2. Pa giac bao 1a tr giac 16i ABCD, diém E nam trong ta gidc. Diéu nay hién

nhién.
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TH3. Pa gidc bao 1a AABC, hai diém A

D,E nam trong AABC (hinh 33).

Trong ba diém A B,C, ton tai hai diém

nam vé cing mot phia bd DE. Gia st A [°

va B nam vé cung mot phia khac véi C, ?E c
bo 1a duong thang DE. Khi d6 AB,D,.E g

lap thanh mat ta giac 1i. o

Bai 1.32. Trén mat phang cho bay diém trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang.
Chung minh rang ton tai ba diém trong bay diém da cho 1a ba dinh ciia mot tam giac
cd mot goc

a) Nho hon 36°.

b)  Nho hon hoic bang 26°.

Loi gidi

Theo b6 dé vé goc bao, ton tai ba diém A, B,C trong bay diém da cho sao cho bdn

diém con lai D,E,F,G nam bén trong géc ABC .

a) ABC <180° (hinh 34).
Khi d6, mot trong nam goc

180°

ABD, DBE, EBF, FBG,GBC < =36°.

Ta c6 diéu phai chizng minh.

B hinh 34

b) Néu ABC<130°. Khi d6, mot trong nam goc ABD, DBE, EBF, FBG,GBC nho

130°

hon hoic bang =26°. Néu ABC >130° thi B+¢<50°.

Do d6 mot trong hai géc B, & nho hon 25°. Ta c6 diéu can ching minh.
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Bai 1.33. Ton tai hay khong nim diém trén mat phang sao cho bét ki ba diém nao
cling la dinh cia mot tam giac nhon?

Hudéng dan giai

Tuong tu nhu Bai 1.46. Sir dung bd dé vé da giac bao, ta ching minh tn tai ba
diém trong nim diém dé tao thanh mot tam giac tu.

Nhu vay khong ton tai ndm diém trén mit phang sao cho bt ki ba diém nao ciing 1a

dinh cia mot tam giac nhon.

Bai 1.34. Cho 60 diém trong mit phing, trong d6 khéng c6 ba diém nao thang
hang. Chirng minh ring c6 thé vé dugc 60 tam giac khong giao nhau ¢ cac dinh 1a
cac diém di cho.

Léi giai

Theo bo dé vé goc bao ta co6 goc A A A, chia 57 diém bén trong. Khi d6 ta ¢ 20
tam giac thoa man yéu cau bai toan 1a AA A A, AAAA,, ... AALAA,, .

hinh 35

1.5. Phwong phap mé rong, thu nhé mét hinh

- M6 rong diém O vé moi phia d6 dai R ta dugc hinh tron (O;R).
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- M0 rong hinh tron (O;R) vé moi phia d6 dai r ta duoc hinh tron (O;R+r).
- M0 rong doan thang AB vé moi phia d6 dai R ta duoc hinh chir nhat c6 kich
thuéc ABx2R va hai nira hinh tron ban kinh R (hinh 36).

- M¢ rong hinh chit nhat kich thudc axb vé mdi phia ¢ ta duoc hinh chir nhat
kich thuéc (a+c)x(b+c).

e T6m lai tagoi hinh H va phan mé rong cia no 1a 1an can ban kinh R cua hinh
H . Nhu vay 1an can ban kinh R caa mét hinh phang 1a tap hop cac diém trén mat
phang c6 khoang cach dén hinh d6 khong qua R (ta goi khoang cach tir mot diém
dén mot hinh da cho 1a khoang cach nhé nhat trong cac khoang cach tir diém do dén
mot diém bat ki caa hinh).

NGi cach khac, véi moi diém M thudc 1an can ban kinh R caa hinh H , ton tai mét
diém A cua hinh H sao cho MA<R. Do d9, trong truong hop can tim mot diém c6
khoang cach dén moi diém cia hinh H 16n hon R, ta chon diém 4y nam ngoai lan

can ban kinh R cua hinh H .

Bai 1.35. Bén trong mot hinh vuéng c6 canh 16, dit 12 tim bia hinh vuéng canh 2.
Chung minh rang tén tai mot hinh tron ¢6 ban kinh 1 nam trong hinh vuéng ma
khéng chom I&n mot tAm bia nao.

Loi gii

Dién tich 1an can ban kinh 1 ciia mét tim bia hinh vuéng canh 2 1a
22+214+7.1=12+r.

Goli dién tich hgp cua 12 lan can la S thi

S, <(12+7).12<15,2.12=182,4.
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Thu nho hinh vudng canh 16 thanh hinh vuéng dong tdm canh 14 va c6 dién tich 1a
S=14.14=196.

g tFRfti s rrrrr R gEn
- "a ™

-. lI
idaddsdnnnnndrmm o

EETTT- Y LA L P AP
hinh 37

Vi S, <S nén céc 1an can chua pha kin hinh vudng da thu hep. Do d6 ton tai mot

diém, gia sir 1a diém O nam trong hinh vudng thu nho va nim ngoai céc lan can.

V& hinh tron (0:1), hinh tron nay nam trong hinh vudng ban dau va khéng chom

lén mot tam bia hinh vuéng nho nao.

Bai 1.36. Bén trong mot hinh chir nhat c¢6 kich thudc 8x9, dit 5 tim bia hinh

vudng canh 1. Ching minh riang ton tai mot hinh tron ¢6 béan kinh 1 nam trong hinh

hinh chit nhat ma khéng chom lén mot tam bia nao.

Loi giai

Dién tich 1an can ban kinh 1 ctia mét tim bia hinh vuéng canh 1 1a
11+1.14+71°=5+r.

Goi dién tichhgpcua 5 lancanla S, thi S, <(5+7).5<8,25=41.

Thu nhé hinh chit nhat c6 canh 8x9, thanh hinh chix nhat ddng tdm canh 6x7 va c6

diéntichla S=6.7=42.

Vi S, <S nén cac lan can chua phi kin hinh chir nhat ¢4 thu hep. Do d6 ton tai mot

diém, gia sir 1a diém O nam trong hinh chix nhat thu nho va nam ngoai cac 1an can.

V& hinh tron (O;1), hinh tron ndy niam trong hinh chir nhat ban dau va khéng chom

Ién mot tim bia hinh vudng nho nao.
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Chuong 2
M4t s6 dang toan hinh hoc to hop thwong gip

2.1. Hé diém va dwong thing

Y&u ciu cua cac bai toan nay thuong 1a xét xem mot hé diém hay duong thang co
tinh chat nao d6 khong. Véi cac bai toan nay, ta st dung phuong phép phan chang,
nguyén Ii cuc han, nguyén li Dirichlé dé giai quyét, cu thé nhu trong cac bai tap sau.
Bai 2.1. Cho 15 diém trén mit phang sao cho bat ki bén diém nao ciing ¢ ba diém
thang hang. Chang minh rang ta c6 thé bo di mot diém trong 15 diém do dé 14
diém con lai clng thuoc mot duong thang.

Loi gidi

TH1. 15 diém cung thudc mot dudng thang thi bai toan duoc chirng minh.

TH2. 15 diém khdng cung thudc mot duong thang.

Ta chon ra bén diém A B,C,D ma D niam ngoai dudng thang d chira A, B,C.

Ta s& chang minh 11 diém con lai thuoc d .

Ta dung phuong phap phan chang.

Gia sur trong 11 diém con lai, ton tai diém E khong thuoc d (hinh 44).

Xét bon diém A,B,E,D c6

+ A B,D khong thang hang.

+ A B,E khéng thang hang.

Nén A E,D thang hang hoic B,E,D thiang hang.
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hinh 44

v' Kha ning 1. AE,D thing hang thi bai diém B,E,D khdng thang hang; ba
diém C,E,D cling khong théng hang. Do do bbn diém B,C,E,D khong co6 ba diém
nao thang hang. Diéu nay trai vai gia thiét.

v Kha ning 2. B,E,D thang hang thi bon diém A C,D,E khong c6 ba diém nao
thang hang. Trai vai gia thiét.

Vay ca 11 diém con lai ciing thudc d . Ta c6 diéu phai chirng minh.

Bai 2.2. Ton tai hay khong bay diém trén mit phang sao cho mdi diém c6 thé ndi
duogc voi ding ba diém khac boi dung ba doan thang khac nhau?

Loi gidi

Khong ton tai bay diém trén mat phang sao cho mdi diém c6 thé ndi duoc véi ding
ba diém khac boi diing ba doan thang khac nhau.

Gia st ¢6 bay diém ma mdi diém c6 thé néi duoc voi ding ba diém khac boi ding
ba doan thang khac nhau thi s6 doan thang la 7—23 ¥ .

Diéu nay vo li. Vay khong ton tai bay diém thoa man dé bai.
Tong quét
Khong ton tai mot s6 1é diém ma mdi diém co thé ndi duoc voi dung ba diém khéc

boi dung ba doan thang khéac nhau.
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Bai 2.3. Cho tap hop A gém 20 diém, trong d6 c6 mét sé cip diém duoc ndi véi
nhau boi doan thang. Chirng minh rang trong 20 diém 4y, ton tai hai diém dugc ndi
dén cac diém khac bai cing mot sé doan thang nhu nhau.

Loi gidi

Gia str diém M thudc tap hop A, S(M) 1a sb diém khac dugc ndi véi M . Khi dé
0<S(M)<19.

Mt khéc s& khong ton tai hai diém M, N cing thuoc A ma S(M)=0 va

S(N)=19 vinéu S(N)=19 tc N duoc ndi vaéi 19 diém con lai, chung to
S(M)>1.

Nhu vay c6 t6i da 19 gia tri cho S(M). Ma c6 20 diém nhu vay nén ton tai it nhat
hai diém dugc ndi voi cing mot s lugng diém thuoc A. Ta co diéu phai chang

minh.

Bai 2.4. Cho mot da giac 16i ¢6 22 canh. Tai mdi dinh cua da giac, viét mot s tu
nhién nho hon 200. Chiing minh rang ton tai hai duong chéo cia da giac sao cho
hiéu hai s6 viét ¢ hai dau duong chéo 1a bang nhau.

Loi giai

=209.

S6 duong chéo cua da giac 1a w

Hiéu hai s6 ¢ hai dau duong chéo c6 gia tri nho nhat 12 0, I6n nhat 14 200. Vay c6
tat ca 201 hiéu, ma c6 209 duong chéo nén theo nguyén li Dirichlé, ton tai hai

duong chéo 6 hiéu hai s6 viét ¢ hai dau duong chéo la bang nhau.

Bai 2.5. Cho mot da giac déu c6 2016 canh. Tai mbi dinh cua da giac, viét mot
trong sé cac sb 1,2,3,...,1007. Chang minh rang ton tai bén dinh A,B,C,D cua da
gidc ma AB=a va a+b=c+d (ki hiéu a,b,c,d 1a c4c sé duoc viét trong ung tai
cac dinh A,B,C,D).

Loi gidi

Xét duong tron (0) ngoai tiép da giac déu c6 2016 canh di cho.
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S6 duong kinh 1a duong chéo cua da giac 1a 1008.

Hiéu cua hai s6 ¢ hai ddu mdi duong kinh cd gia tri nho nhat 12 0 va 16n nhat 1a
1006.

Vay c6 1008 duong kinh, c6 1007 hiéu nén ton tai hai duong kinh c6 hiéu hai sé ¢
hai dau bang nhau.

Gia sir hai duong kinh d6 1a AC va BD. Tac6 |a—c|=|o—d|.

Giasr a>c,d >b thi a—c=d-b<a+b=c+d. Piéu phai chng minh.

2.1. Piém nam trong mét hinh
Bai 2.6. Bén trong mat hinh tron c6 ban kinh 3, cho bay diém. Ching minh rang
t6n tai hai diém trong bay diém dé c6 khoang cach nho hon 3.

Loi giai

Chia hinh tron tdm O thanh sau hinh quat bang nhau. Theo nguyén li Dirichlé, ton
tai hai diém da cho thudc ciing mot hinh quat. Gia st A va B thudc hinh quat COD
(A va B khéng thudc cung hinh quat).
TH1. A hoic B tring O. Ta c6 diéu
phai chirng minh.

TH2. Ca A va B khong trung O.
Trén OC lay diém E sao cho

OE =0A.

Trén OD lay diém F sao cho

o F
OF =0B, hinh 53. hinh 53

Cho nén AB<EF (hai tam gi4c c6 hai cap canh twong ¢tng bang nhau). (3)
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Xét AOEF c6 ®&=60° nén mét trong hai goc EL B [6n hon hoic bang 60°.
Gia su B>60°.
Trdétaco G<E,
Do d6 EF<OF <OD. (4)
Tu (3) va (4) taco
AB<EF<OD=3.
Nén AB < 3. Diéu phai ching minh.

Bai 2.7. Bén trong mét hinh tron ban kinh 3, cho sau diém. Chang minh rang ton
tai hai diém trong sau diém do6 c6 khoang céch nhé hon 3.

Nhan xét

Nhu bai trén nhung giam sb diém di. Néu giai bai toan theo cach cua Bai 2.18, chia
hinh tron thanh nam hinh quat bang nhau dé ton tai hai hinh quat chtra hai diém thi
mai hinh quat ¢6 goc & tam 1a 360°:5=72°.

Trong hinh quat nay ton tai hai diém c6 khoang cach 16n hon ban kinh 1a 3 nén bai
toan chua dugc giai quyét. Ta phai tim cach khac dé giai quyét bai nay.

Loi giai

TH1. Trong sau diém da cho, ton tai mot diém 1a tam duong tron. Khi d6 bat ki
diém nao trong nam diém con lai ciing cach tim mot khoang cach nho hon 3.

TH2. Tét ca sau diém da cho khéng trung tAm.

+ Néu c6 hai diém thuoc ciing mét ban kinh thi khoang céch giita hai diém d6 nho
hon 3.

+ Néu khong c6 hai diém nao thudc cling mot ban kinh, ta vé cac ban kinh di qua
sau diém di cho. C6 sau ban kinh, ton tai hai ban kinh tao véi nhau mot goc khong
qua 60°. Gia sir d6 1a cac ban kinh OC, OD theo thi thy di qua hai diém da cho A
va B, hinh 54,
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Xét AOAB c6 ©<60° nén mot trong hai c
g6c AL B 16n hon hodc bang 60°. Chang

han A>60°.

Do do B< K. D
Nén AB<OB<OD=3.
Vay AB <3. biéu phai chitng minh.

hinh 54

e Khi khoang cach can chitng minh nhé hon ban kinh thi ca hai cach trén déu
khong giai quyét duoc ngay, doi hoi ta phai st dung thém phuong phap mé rong
hinh nhu bai tap sau.

Bai 2.8. Bén trong mot hinh tron béan kinh 7, cho 12 diém. Chang minh rang ton tai
hai diém trong 12 diém d6 c6 khoang cach nho hon 6.

Loi giai

Gia st bat ki hai diém nao trong 12 diém da cho ciing c6 khoang cach 16n hon hoic
bang 6.

Ta s& chi ra mau thuan.

Vi khoang cach giita hai diém d cho nao ciing 16n hon hodc bang 6 nén néu vé 12
duong tron ban kinh 3 ¢6 tam 14 12 diém da cho thi ching ndm ngoai hoic tiép xtc
ngoai va déu nam trong hinh tron tam O bén kinh 7+3=10.

Nhu vay 127.3? < 7.10* <1087 <1007z . Biéu nay v Ii.

Nén ton tai hai diém c6 khoang cach nho hon 6.
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Bai 2.9. Bén trong mot hinh tron béan kinh 7, cho 10 diém. Chang minh rang ton tai
hai diém trong 10 diém d6 c6 khoang cach nho hon 6.

Nhan xét

Cach giai nhu Bai 2.7 khdng ap dung dugc cho bai nay vi

107.3? < 7.10* < 907 <100z khdng dan dén vé Ii.

Néu chia hinh tron tam O thanh chin phan bang nhau nhu Bai 2.8 thi ton tai mot
phan chira hai diém. Nhung mdi hinh quat “dai qua” (ban kinh 13 7, ton tai hai diém
cua hinh quat c6 khoang cach 16n hon 6) va “hep qua” (cung hinh quat bang
360°:9=40°, khdng can thiét phai hep dén thé).

Ta can cai tién cach giai nay bang cach l1am cho cac hinh quat “ngan lai va rong ra”.
Loi gidi

Chia hinh tron (0;7) thanh hinh tron déng tdm O ban kinh 3 va hinh vanh khan.
Lai chia hinh vanh khin thanh tam phan bang nhau béi cac ban kinh ké tir O va tao
thanh goc 45°.

Khi d6 (0) dugc chia thanh chin phan. Do d6 theo nguyén li Dirichlé, ton tai hai
diém thuoc cing mot phan chang han A va B.

+Néu A, B niam trong duong tron tdm O bén kinh 3 thi AB<6.
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+ Néu A, B thudc cuing mot manh cia hinh vanh khan (c6 thé & trén bién bén cua
hinh vanh khin). Ta s& chitng minh AB <6 bing cach chirng minh khoang céach 16n
nhét giita hai diém thuéc manh hinh vanh khan nhé hon 6.

C6 EF <CD,ED =FC,EC = FD nén khoang cach I6n nhat Ia Max{FD,CD}

(hinh 56).

A N

D

hinh 56
v FC=7-3=4<6.
v FD?=FO0?+DO? - 2F0.DO.cos45° =58 —21+/2 < 36.
Nén FD<6.
v\ CD? =CO? + DO? —2CO.DO.c0s45° = 98— 49+/2 < 36..
Do do CD<6.

Vay ta ¢ khoang céch I6n nhat gitra cac diém d6 nho hon 6.
Bai 2.10. Bén trong hinh tron (C) c6 dién tich bang 8, dat 17 diém phan biét, bat

Ki. Chirng minh rang bao gio ciing tim duoc it nhat ba diém tao thanh mot tam giac

coO dién tich bé hon 1.
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Loi giai

Chia (C) thanh tam hinh quat bang nhau c6 dién tich 1.

Khi d6 ton tai mot hinh quat chira ba diém.

Dién tich tam giac tao bai ba diém nho hon dién tich hinh quat chinh Ia 1. Vay ta c6
diéu phai chizng minh.

Bai 2.11. Bén trong tam giac déu ABC c6 canh 11cm, ldy hai diém tly y. Chung
minh rang ton tai mot diém nam trén canh cua tam giac d6 sao cho cac khoang cach
tir diém d6 dén mdi diém trong hai diém da cho déu Ién hon 5cm.

Loi giai

V& ba duong tron ban kinh 5cm c6 tam

la A B,C (hinh 57).

Vi AB=BC=CA=11lcm nén ba duong

tron trén d6i mot nam ngoai nhau.

Trong ba dudng tron d6, ton tai mot

duong tron khéng chira diém nao trong

s6 hai diém da cho. TAm ciia dudng tron

nay la diém phai tim, nd nam trén canh I

ctia tam giac va cach mdi diém trong hai
diém da cho khoang céach l6n hon 5cm.
hinh 57

2.2. Hinh nam trong mét hinh

O day dua ra cac bai toan dat mot hinh nho trong mét hinh Ién hon. Cac phuong
phép sir dung chu yéu 13 nguyén 1i Dirichlé, phuong phap md rong va thu nho mot
hinh.

Bai 2.12. Bén trong mot hinh vudng canh 99, dit 80 ddng xu hinh tron ban kinh 1.
Chung minh riang c6 thé dat dugc mot tam bia hinh vudng canh 10 nam trong hinh
vudng ban dau ma khdng chom 1én mot dong xu nao.

Nhan xét. Bai toan nay d& dang giai quyét khi sir dung cach chia hinh vudng thanh

nhiéu hinh vudng nho, sau d6 st dung nguyén li Dirichlé.
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Loi giai
Chia hinh vudng canh 99 thanh 81 6 vudng, mdi 6 vudng c6 canh %:11.

Xét 80 diém Ia tdm cua 80 ddng xu. Theo nguyén li Pirichlé, ton tai mot & vudng
khéng chtra mot diém nao trong 80 diém d6. Pay 1a 6 vudng dit duoc tim bia hinh

vudng canh 10 thoa mén bai toan. Ta c6 diéu phai ching minh.

Bai 2.13. Bén trong mot hinh vudng canh 90, dit 50 dong xu hinh tron ban kinh 1.
Chtrng minh rang c6 thé dat duoc mot tim bia hinh tron ban kinh 5 nam trong hinh
vuong ban dau ma khdng chom 1én mét dong xu nao.

Nhan xét

C6 thé sir dung cach trén cho bai nay. Ngoai ra ta c6 cach sau

Loi giai
V& 50 hinh tron c6 tdm la tdm cua 50
dong xu da cho, ban kinh 1+5=6. r= :_: _____ 1
Khi d6 tdng dién tich cua 50 hinh tron : / \ I
d6 1a S, =507.6% ~5655. | ik - _,;/ N\ :
Thu nhé hinh vubng canh 90 méi phia | \ ) |
5, ta dugc hinh vudng déng tdm c6 canh | ® N7 |
90— 2x5=80 (hinh 61). | & |
Do do6 dién tich hinh vuéng thu nho la L - — —J
S =80? =6400> S,.

hinh 61

Vay ton tai diém A nam trong hinh vuéng canh 80, nam ngoai c4c hinh tron ban
kinh 6.
V& hinh tron thm A, béan kinh 6. Hinh tron nay nam trong hinh vuéng canh 90 ma

khong chom Ién mot ddng xu ndo. Ta c6 diéu phai chiang minh.
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Bai 2.14. Bén trong mot hinh vudng canh 42, dat 10 ¢éng xu hinh tron ban kinh 2.
Chung minh rang c6 thé dit duoc mot tim bia hinh tron ban kinh 4 niam trong hinh
vudng ban dau ma khdng chom 1én mét dong xu nao.

Huwéng giai

Nhu Bai 2.37, v& 10 hinh tron c6 tam 1a tim 10 dong xu da cho, ban kinh

2+4=06.

Thu nhé hinh vudng canh 42 vé mdi phia 4 ta dwgc hinh vudng canh 34.

Khi d6 ton tai diém A nam trong hinh vuéng canh 34 va nim ngoai cac hinh tron

ban kinh 6. Hinh tron tdm A, ban kinh 4 théa mén yéu cau bai toan.

Bai 2.15. Bén trong mot duong tron co ban kinh 5, dat mot tam giac cé dién tich
I6n hon 25 . Chitng minh rang tam giac d6 chira tam ciia duong tron.

Loi giai

Ta s& chang minh bang phan chang.
Gia str c6 AABC dién tich I6n hon 25
dat trong hinh tron tdm O bén kinh 5

ma khéng chaa tdm O.

Khi d6 ton tai mot canh cua tam giac
ma dinh ddi dién va O nam khac phia.
Chang han canh BC.

Ké duong kinh MN song song BC.
Ké AK L MN, cat BC tai H.Khi d6
AH L BC (hinh 62).

C6 BC<MN =10; AH < AK <5,

hinh 62

NEn S, :%BC.AH <%.1o.5= 25.

Do d6 S, <25. Didu nay trai voi gia thiét.

Vay AABC chira tdm O. Ta co diéu phai ching minh.
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Bai 2.16. Bén trong mot hinh chir nhat kich thuéc 32x105, dat 25 ddng xu hinh
tron ban kinh 2. Chang minh rang cé thé dit dugc mot tim bia hinh tron ban kinh
4 nam trong hinh chit nhat ban ¢au ma khéng chom lén mot ddng xu nao.

L giai. V& 25 hinh tron c6 tdm 12 tdm 25 ddng xu di cho, ban kinh 2+4=6.

Khi d6 dién tich 25 hinh trondé 1a S, = 257.6> =900 < 2828.

Thu nho hinh chir nhat kich thuéc 32x105 vé mdi phia 4 ta duoc hinh chit nhat c6
dién tich S = (32—4).(105—4) = 28x101=2828 > S,.

Do d6 ton tai diém A nam trong hinh chit nhat kich thudc 28x101 va nim ngoai

cac hinh tron ban kinh 6 . Hinh tron tam A, ban kinh 4 thoa man yéu cau dé bai.

2.3. Phu hinh

Trén thuc té ta gap bai toan nay rat nhiéu. Vi du nhu ngudi ta 1at san nha, tudng
nha, via hé, quang trudng, con duong gém st,...bang nhiing vién gach hinh dang
khac nhau nhu hinh chir nhat, hinh vuéng, hinh luc giac,.... Cac bai toan vé phu
hinh rat da dang va doi héi tu duy sau sic. O day ta xét cac bai toan phu hinh don

gian nhat khi mai tiép can véi chuyén muyc nay.

Bai 2.17. Trén mat phang cho n diém ma khoang céch giita hai diém bat ki trong

chung khong vuot qua 1. Ching minh rang cé thé phi chling bai mét hinh tron béan

, 1
kinh —.
NG

Loi giai

< \ A f A 1N ko AR A I 1
V¢ cac duong tron F, c6 tam la cac di€m da cho, ban kinh —.

| 3
Néu ta chirng minh duoc ba dudng tron bat ki giao nhau thi tt ca cac duong tron d6
giao nhau. Khi d¢6 mét diém thudc mién giao 1a tim duong tron pha tt ca n diém
da cho.
That vy, xét ba diém bat ki M;,M,,M,.

TH1. M;,M,, M, la ba dinh cua mot tam giéc tu (hoac vubng).
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Gia sir M;M, la canh I6n nhat cua tam giac M,M,M, (hinh 70).

Khi d6 M;M,M, la goc tu (hodc vuong).

Nhu vay M, nam trong (hozc trén) duong tron dudng kinh MM, .

Ma M, bt ki nén dudng tron duong kinh M,M, phu kin tat ca cac diém da cho.

Vay F,F,,F, pha trung diém caa M,M, .

AL,

Hinh 70
TH2. M;,M,, M, 1a ba dinh cua m¢t tam giac nhon.
Gia sir duong tron (O;R) ngoai tiép tam giac M,M,M, va M,M,M, la g6c 16n nhat
cua tam giac M,;M,M,.
Khi d6 90° > M,M,M, >60°.
3

Cho nén sin M,M,M, 27.

Véi R= _M1M3 <— L :
2sinM,M,M,  2sinM,M,M,
1 1
Do d6 R<—==—+%.
G
2

Vay hé F, c6 giao khac rdng. Goi I 1a diém trong giao khac rong nay.
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. 1 . .2
Ta c6 duong tron [I ;—j phu tat ca cac diém da cho.

N

Bai 2.18. M6t ban hinh vuéng canh 150 duoc chia thanh n? hinh vudng nhé bang
nhau béi cac duong thang song song véi cac canh cua hinh vuéng 16n. Trong mai
hinh vudng nho vé mot duong tron ndi tiép. Chirng minh rang dién tich phan mat
ban bi phu bai cac hinh tron khdng phu thudc vao n.

L& giai. Chia mdi canh hinh vudng thanh n doan bang nhau, mdi doan dai 190 14
n

duoc n® hinh vuéng.

Hinh tron noi tiép mdi hinh vudng nho cé béan kinh 1a 122 :E.
n n

Do d6 dién tich mot hinh tron noi tiép la 7{%)2.
Nén dién tich n? hinh tron nai tiép 14 7527, khéng phu thudc vao n.

Bai 2.19. Cho mét da giac 16i. Xép dugc nhiéu nhat 10 dong xu hinh tron duong
kinh 4, d6i mot khéng giao nhau va cé tam nam trong da giac. Ching minh riang 10
hinh tron ban kinh 4, ddng tam véi 10 dong xu s& phu kin da giac.

Loi giai

Ta chiing minh bang phan chang.

Gia st 10 hinh tron 16n ban kinh 4 khéng phu kin da giac.

Khi d6 ton tai diém A nam trong da giac va nam ngoai cac hinh tron 16n. Vay c6
thé dit duoc thém mot dong xu thm A, dudng kinh 4 ma khéng chom 1én cac dong
xu trude. Do d6 sb dong xu duong kinh 4, khéng giao nhau va c6 tim nam trong da
giac nhiéu hon 10. Diéu nay trai véi gia thiét.

Vay 10 hinh tron ban kinh 4, dong tdm véi 10 dong xu s& phu kin da giac.
Bai 2.20. Cho 2015 diém trén mat phang, hai diém nao ciing c6 khoang cach khdng

qua 20 va ba diém nao ciing 1a ba dinh cia mot tam giac tu. Ching minh rang ton
tai mot hinh tron ban kinh 10 pha 2015 diém dé cho.
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Loi gidi
Goi A, B la hai diém c6 khoang céch 16n nhat trong 2015 diém dé cho, ta c6
AB <20.

V& duong tron tdm O, duong kinh AB. Goi C 1a diém bat ki trong 2013 diém con
lai. Vi AABC tl nén &>90° (vi AB la canh Ion nhat).

Cho nén C nam trong (O).

Vay ca 2013 diém con lai déu nam trong (O) . Do d6 (O) phu 2015 diém di cho.

A

o9

Hinh 77

2.4. Hinh giao nhau

Pé chang minh hai hinh giao nhau, ngoai cac cach chimg minh thong thuong ta con
dung cac cach sau

- Hai duong thang cit nhau néu chung 13 hai duong chéo cia mot tir giac 16i.

- Pé xét s6 giao diém cua duong thang d va dudng tron (O), ta chiéu duong tron
(O) 1én duong thang A vudng goc véi d, duoc mot doan thang AB.

+ d cat doan thang AB phia gitta doan thang thi d cat (O).

+ d cat doan thang AB tai mot trong hai ddu mat thi d tiép xdc véi (O).

+ d khong cat doan thang AB thi d khong co giao diém véi (O).

Bai 2.21. Trong mét hinh vudng canh 1, dit 20 duong tron, mdi duong tron co ban
kinh % Chang minh riang ton tai mot duong thang giao vai it nhat bén duong tron.

Nhan xét. Bai nay co hai cach giai
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Céch 1. Chiéu 20 duodng tron trén mot canh caa hinh vudng. Chirng minh rang ton
tai mot diém caa canh do6 thuoc it nhat bén hinh chiéu.

Cach 2. Chia hinh vuéng thanh cac dai cé chiéu rong nho hon duong kinh cua
duong tron thi dudng tron ndo cling bi cit boi bién cua mot dai. Dung nguyén i
Dirichlé dé chiing té mot bién cat bén duong tron.

Loi gidi

Céach 1. K¢é cac duong kinh cua cac duong tron song song véi canh AB cua hinh
vudng. Chiéu cac duong kinh dé trén canh AB (hinh 78).

Tong do dai cua cac duong kinh la 20.2.% = % = 3% :

Nén tong d6 dai cua cac hinh chiéu ciing 1a 3%. Ma AB =1 nén ton tai mot diém,

chang han diém M thudc doan thang AB va thudc it nhat bén hinh chiéu.

.: : : : {1
A Hinh 78 B

Cach 2. buong kinh ctia mai duong tron la %.

Ké sau duong thang song song véi mot Do % - % nén méi dudng tron ddu bi cit

canh cua hinh vuéng va cach nhau 1, e ot e A ) . s
7 boi it nhat mot trong sau duong thang

ching chia hinh vudng thanh bay dai  n6i trén. C6 6 duong thang, c6 20
hinh chix nhat, m&i dai c6 chidu réng % dugng tron, ma 20 chia 6 dwoc 3 va

1 A 1 N LA LA
hinh 79. du 3 nén theo nguyén 1i Dirichlé, ton
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tai mot duong thang cét it nhat bén e

duong tron.

L e e e U e e T e ]
A Hinh 79 B
Nhan xét. Vi vi du nay thi cach 2 co6 hiéu qua hon cach 1. Cach 2 cho ching ta
thiy duong thang cat duong tron tai hai diém phan biét, con cach 1 chi chitng minh

duoc su giao nhau.

Bai 2.22. Trén mat phang cho 16 tam giac, trong d6 bat ki tam giac nao ciing ¢o
diém chung. Chang minh rang ton tai mot duong thang giao voéi tat ca cac tam giac.
Loi gidi

V& goc vudng xOy sao cho tit ca cac tam giac déu thudc mién trong cua goc .

Véi mbi tam giac, chon mot dinh gan Oy nhat, tir d6 ké duong thang vudng goc Véi
Ox , hinh 80.

Trong chin dudng vudng goc nay, chon duong cach xa Oy nhat. Gia sir d6 1a duong
thang BH di qua dinh B cua tam gidc ABC. Ta chitng minh BH 1a duong thang

can tim.
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] ]
0 H .

Hinh 80
Puong thang BH chia mién trong cua goc xOy thanh hai mién | va Il véi bo 1a BH
(mién Il chta diém C).
Khong c6 tam gic nao nam hoan toan trong mién 1 vi néu cé thi tam giac d6 khdng
cO giao vai AABC.
Khong cd tam giac nao nam hoan toan trong mién Il vi theo cach chon BH .
Vay BH 1a duong thang giao v&i moi tam giac da cho.
Bai 2.23. Cho hinh tron c6 ban kinh n, n 1a sé nguyén dwong. Trong hinh tron c6
4n doan thang déu c6 do dai bang 1. Cho truéc mot duong thang d . Chang minh
rang ton tai duong thang d’ hodc song song vai d, hoic 1a vuéng goc véi d sao
cho d’ cat it nhat hai doan thang di cho.
Loi giai. Gia st AB 1a doan thang c6 d6 dai bang 1, d va d’ 1a hai duong thang
bat ki vudng goc véi nhau. Goi A'B’ va A’B"1a céc hinh chiéu cua AB 1én d va d’.
Khi d6 ta co
AB'+A'B"=AB'+AA'+BB' > AB.
Hay A'B'+A'B">1. (9)

Chiéu vudng gdc tat ca 4n doan thang 1én d va d’.
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Tir (9), ta c6 tdng do dai hinh chiéu
cua tat ca 4n doan thang khéng bé
hon 4n. Vi vay, theo nguyén li

Dirichlé trong hai duong thang d va

d’ co it nhat mot duong thing ma

tong d6 dai cua hinh chiéu cac doan d

thang 1én n6 khong bé hon 2n.

Khong mat tinh tdng quat ta co thé gia

sudolad.

Hinh 1

Mt khac, mdi doan thang déu nam tron trong hinh tron ban kinh n (dwong kinh
2n), nén hop cac hinh chiéu cua ching trén d c6 d6 dai khong vuot qué 2n.

Vi vay, theo nguyén 1i Pirichlé trén d ton tai it nhat mot diém M thudc vao hinh
chiéu cua it nhat hai doan thing trong s6 4n doan thiang di cho. Goi A 1a dudng
thang vudng goc véi d tai M . Puong thang A chinh 1a duong thang can tim.
Chuay. Néu & trén thay d boi d’ thi duong thang phai tim s& c6 dang song song véi
d (vino vudng goc vaéi d').

.

e  Cho diém O nam ngoai duong tron (1). Tia Om giao véi duong tron (1) néu
nd nam trong goc xOy hoac tring véi mot canh cia goc do

(Ox,0y la céac tiép tuyén cua duong x

tron (1)), hinh 82.

¥

Hinh 82

Bai 2.24. Cho diém O trén mat phang.

o1



a) Co thé vé duoc hay khong trén mat phang ba dudng tron sao cho diém O nam
ngoai cac duong tron va moi tia goc O déu giao vai it nhat mot dudng tron.

b) C6 thé v& duoc hay khong trén mat phang niam dudng tron sao cho diém O
nam ngoai cac duong tron va moi tia géc O déu giao véi it nhat hai dudng tron.

Léi gii

a) Co thé v& dugc, hinh 83.

V& ba tia géc O bat ki chia mat phang
thanh ba goc khac goc bet. Vé ba
duong tron tiép xdc voi cac canh cua
ba goc d6. Moi tia goc O déu nam
trong mot trong ba goc hoac trung vai

mot trong ba tia, do d6 no6 giao vai it

nhat mot dudng tron.

Hinh 83

b) C6 thé vé duoc.
V& nam tia gbc O chia mat phang thanh nim goc ¢ sé do 72°.
V& nam dudng tron tiép xuc véi cac canh cua cac goc 144°, hinh 84.

Nhu vay moi tia géc O déu giao véi it nhat hai duong tron.
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That vay, goi M 1a diém bat ki caa mat phang thi M nam trong (hoic trén canh)
ctia mot trong ndm goc 72°. Khi 6 M nam trong (hoic trén canh) cua hai goc 144°.
Vi du nhu M nam trong goc AOE, khi d6 M nam trong hai géc BOE va AOD.

Nhu vay tia OM giao véi hai duong tron tdm A vatam E.

Bai 2.25. Cho chin diém trén mat phang trong d6 khong ¢ ba diém nao thang hang.
Chang minh rang c6 thé chon duoc tim diém A, B, (i=14) trong sd cac diém d6
sao cho sau khi néi cac cap diém A véi B, (i=14) boi cac doan thang, ta duoc it
nhét 13 hai giao diém.

Nhan xét

Bai nay st dung tinh chat cua tir giac
101.

Biét rang hai doan thang AB,, A,B, cit

nhau néu AABB, la tir giac 16i, hinh
85. 51 Hinh 85

Ta s€ ching minh ton tai tam diem la

dinh cua hai tu giac 15i.

Bai toan phu. Cho nam diém khdng thang hang. Ludn ton tai bon diém 1a bon dinh
ctia mot ti giac 16i.

Chirng minh. Xem trong Bai 1.47.

Loi gidi

Chia chin diém d4 cho thanh hai nhom

Nhom | gém nam diém da cho, nhom IT gdm bén diém con lai.

Xét ndm diém trong nhém thir nhat, ton tai bén diém 1a dinh caa mot t giac 16i.
Goi d6 1a tir gihc AAB,B,. Nhu vay AB, cit AB,.

Xét diém con lai trong nhdm | va bdn diém trong nhom II. Trong ndm diém d6 ciing
t6n tai bon diém 1a dinh cua mot ta giac 16i, ta goi la ta giac A,A,B,B,. Suy ra AB,

cat A,B,. Vay ta c0 it nhat hai giao diém.
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Bai 2.26. C6 hay khong mot da giac don n canh va mot duong thang khong di qua

dinh cua da giac va cit bén trong moi canh cua da giac néu

a) n=10
b) n=11.
Loi giai

a)  CO ton tai, nhu hinh 86.

Hinh 86
b) Khéng ton tai. That vay
MJi lan duong thang d gap mot canh cua da giac 1a mot lan d tir ngoai vao trong
da giac hoac tu trong da giac ra ngoai da giac.
d khoéng di qua dinh cua da giac, luc diu ¢ ngoai da giac, lUc cudi cung ciing &
ngoai da giac nén sd lan d gap canh cua da giac 1a mot sé chan.
Tong quét
- Tn tai mot da giac don 2k canh va mot duong thang khong di qua dinh cua da
giac va cat bén trong moi canh cua da giac.
- Khdng tn tai mot da giac don 2k+1 canh va mot duong thang khong di qua

dinh cua da giac va cit bén trong moi canh cua da giac.

2.5. Pém céc yéu té hinh hoc
Bai 2.27. Mot n - gi4c 16i n>3 c6 nhiéu nhat bao nhiéu canh bang duong chéo 16n
nhat?

Léi gii
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Trén duong tron (AR) lay cac diém B
B,C,D sao cho BC, CD va BD nho hon

AC. T& gidc ABCD c6 hai canh bing

duong chéo 16n nhat 1a AC, hinh 92. A C
Ta s& ching minh véi moi da giac 10, s6

canh bang duong chéo Ion nhit khong D
qua 2. Hinh 92

Céc canh bang duong chéo khong thé A

la ba canh cia mot tam gidc vi nhu

hinh 93, BD 1a dudng chéo 16n nhét D
chir khdng phai AC.

Gia sir ton tai mot da giac 16i co A B

duong chéo 16n nhat bang a va sé
canh bang a ¢6 nhiéu hon 2.

Ta chon ra hai canh khong c6 dinh
chung, chang han AB va EF, hinh
94, E

Ta sé ching minh ton tai mot duong Hinh 94

chéo c6 d6 dai I6n hon a. That vay.

TacO AE+BF > AB+EF=a+a=2a nén ton tai mot trong hai duong chéo AE hoic

BF 16n hon a. Biéu nay trai véi gia thiét duong chéo 16n nhat bang a.

Bai 2.28. Ké tat ca cac duong chéo cua da giac 15i chin canh. Biét rang khong c6 ba
duong chéo nao dong quy. Co bao nhiéu giao diém cua cac cip duong chéo nam
trong da giac d6?

Léi gidi
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Mdi giao dém cua hai dudng chéo twong ¢tng voi duy nhit mét tir giac 16i c6 céc
dinh 1a dinh da gidc. Nhu vay c6 bao nhiéu tir giac thi c6 by nhiéu giao diém cua
hai duong chéo nam trong da giac.

Vi du nhu hinh 95, M @ng véi ta giac ABGH, N 1ng vdi tir giac BCFG, P ng

Vi tir giac ABGI . Vay sb giao diém 1a C, =126.

Hinh 95
Bai 2.30. Cho mét da giac 16i ¢6 chin canh. Ké tat ca cac dudng chéo cia da giac.
Biét rang khong c6 ba dudng chéo nao dong quy. Hoi cac dudng chéo chia da giac
thanh bao nhiéu phan?
Loi giai
Puong chéo thia nhat chia da giac
thanh 1+1=2 phan,

Puong chéo tha hai néu khong cat

duong chéo thir nhat bén trong da giac

thi tao thém 1 phan. Néu cat duong

chéo thir nhat bén trong da giac thi tao
thém 2 phan, hinh 96.

Hinh 96

Ctr nhu thé, dudng chéo sau néu khong cit dudng chéo trudc thi tao thém 1 phan,
néu cat cac dudng chéo trude tai m diém thi tao thém m+1 phan.
Nén s6 phan phai ¢ém 13 1+ D+M , trong d6 D 14 s6 dudng chéo cua da gide, M 13

s6 giao diém cua cac duong chéo ¢ bén trong da giac.
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Theo Bai 2.29. & trén ta co 1+@+1Z6 =154 (phan).

Bai 2.31. Mot da giac 16i ¢6 nhiéu nhat la bao nhiéu goc nhon?

Chu y. Tong cac goc ngoai cia mot da giac bang 360°.

Loi giai

Thiy AABC c6 ba g6c nhon s& thoa man yéu cau bai toén.

Gia st mot tir giac c6 bdn goc nhon thi bén gdc ngoai cua tir giac d6 déu 1a goc ta.
Nhu vay tong cac goc ngoai cua tir giac 16n hon 360°. Piéu nay khong dung.

Vay mot da giac 16i c6 nhiéu nhat 1a ba géc nhon.

Bai 2.32. Mot da giac 16i ¢ moi duong chéo bang nhau. Pa giac d6 c6 thé c6 may
canh?

Loi giai

Hinh chir nhat c6 hai dwong chéo 4 B

bang nhau thoa man bai toan.

Ngii giac déu c6 cac duong chéo bang

nhau ctling thoa man bai toan.

Ta ching minh nhiing da giac co

D C

Hinh 97

nhiéu hon nim canh thi moi dudng
chéo khéng bang nhau.

Gia str mot da giac c6 nhidu hon nim canh, AB va CD la hai canh khéng ké nhau.
Khi @6 AC+BD > AD+BC, hinh 97.

Nén bdn dudng chéo AC,BD, AD,BC khong thé bang nhau. Ta c¢6 diéu phai chung

minh.

Bai 2.33. Trén mat phang, danh dau n+4 diém, trong d6 khong c6 bbn diém nao la
dinh caa mot hinh vudng, con n diém nam trong hinh vudng. Néi cac diém dé véi
nhau sao cho khéng c6 doan ndi ndo chira diém danh dau trir ddu mat, khdng c6 hai

doan danh dau nao c6 diém chung trir dau mat.
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a) Tinh s6 tam giéc tao thanh.

b) Tinh sb doan thang dugc nbi.

Loi giai

a) Céchl.

Gia sirc6 n diém A,.., A nam trong hinh vuéng ABCD.

Noi A Voi cac dinh cua hinh vuong ta A4

dugc bon tam giac.
A, nam trong mot trong bon tam giac A1
trén.
D
Hinh 98

N&i A, voi ba dinh cia tam gi4c chtra n6 ta dugc thém 2 tam giac, hinh 98.
Ctr nhu vay tir diém A, dén diém A, mdi lan c6 thém 2 tam giéc.

Do d6 s6 tam giac 1a 4+2.(n—1) =2n+2 (tam giac)

Céch 2. S6 do cua céc goc c¢o dinh 1a n diém nam trong hinh vuéng la 4nv .
S6 do ciia bn goc hinh vubng la 4v.

Nhu vay tong cac gac tai cac dinh trong hinh vudng va dinh hinh vuéng la
4nv+4v.

Ma mdi tam gi4c c6 tong sé do cac goc 1a 2v.

4nv + 4v

Do d6 s6 tam giéc 1a =2n+2 (tam giac).

b)  2n+2 tam gi4c c6 s6 canh 12 3(2n+2).
Cong thém bdn canh caa hinh vudng ta dugc 6n+10 canh.

6n+10

Ma mdi canh duoc tinh hai 1an nén sb canh I 3n+5.

Vay ¢6 3n+5 doan thang duoc néi.
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Bai 2.34. Cho mot da giac 16i ¢6 18 canh. Chitng minh ring ton tai mot dudng chéo
cua da giac khong song song vai mot canh nao cua da giac.

Loi giai

Gia sir tat ca cac duong chéo cua da gidc déu song song véi mot canh nao do6 cua da
giac.

18(18-3)

Sb duong chéo cua da giac 1a =135.

Co6 135 duong chéo, ¢6 18 canh. / ] \
Phép chia 135 cho 18 dugc 7 va du. .

Do d6 ton tai 8 dudng chéo cling song da

song v&i mot canh d cua da giac.

d- J
\ /
Hindh 99

Goi d, 1a duong chéo xa d nhat, hinh 99.

Vi canh d va 8 duong chéo, ta da co6 18 dinh cua da giac. Nhu vay d, la canh cua
da giac chir khong phai dudng chéo. Piéu nay mau thuan véi viéc goi d, .

Vay ton tai mot duong chéo cua da giac khong song song véi mot canh no cua da

giac.

e  Bai toan sau day sé& chi ra gigi han gan hon cua sé duong chéo khéng song
song véi canh ndo cua da giac.

Bai 2.35. Cho mot da giac 16i c6 18 canh. Chang minh rang s duong chéo cua da
giac khdng song song véi mot canh nao cua da giac 16n hon hoac bang 9.

Léi gidi

Xet canh A A, cua da giac, hinh 100.
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Theo bai tap trén, c6 nhiéu nhat bay dudng chéo song song vai AA,.
Nén véi 18 canh, s6 duong chéo song song véi cac canh cua da giac nhiéu nhat 1a

18.7=126. Ma da giac nay c6 135 duong chéo.

/N

N\ /

A A1g

Hinh 100
Do d6, s6 dudng chéo khong song song vai canh cia da giac 16n hon hoic bang
135-126=9.

Bai 2.36. Ké tat ca cac duong chéo cua da giac 16i 15 canh. Biét rang khdng c6 ba
duong chéo nao dong quy. Co bao nhiéu giao diém cua cac cip duong chéo nam
trong da giac d6?

Lo gidi. Mdi giao dém ciia hai dudng chéo twong ung véi duy nhat mot tir giac 16i
c6 cac dinh 1a dinh da giac.

Nhu vay ¢6 bao nhiéu ti giac thi c6 bay nhiéu giao diém cua hai duong chéo nam
trong da giac.

Vay s6 giao diém la Cfs =1365.

Bai 2.37. K¢ tit ca cac duong chéo cua da giac 16i 20 canh. Biét rang khong c6 ba
duong chéo nao dong quy. Co bao nhiéu giao diém cua cac cip duong chéo nam
trong da giac d6?

Hwéng din giai. M6i giao dém cua hai duong chéo tuong Gng voi duy nhat mot ti

giac 16i co cac dinh 1a dinh da giac.
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Nhu vy c¢6 bao nhiéu ti giac thi c6 bay nhiéu giao diém cua hai dudng chéo nim
trong da giac.

Vay s6 giao diém 1a C = 4845.

Bai 2.38. Cho mét da giac 16i ¢6 15 canh. Ké tit ca cac duong chéo cua da giac.
Biét rang khong c6 ba dudng chéo nao dong quy. Hoi cac dudng chéo chia da giac
thanh bao nhiéu phan?

L giai. Puong chéo thi nhat chia da giac thanh 1+1=2 phan.

Puong chéo tht hai néu khong cit duong chéo thtr nhat bén trong da giac thi tao
thém 1 phan. Néu cat duong chéo thir nhat bén trong da giac thi tao thém 2 phan.
Ctr nhu thé, dudng chéo sau néu khong cit dudng chéo trudc thi tao thém 1 phan,
néu cat cac duong chéo trudc tai m diém thi tao thém m+1 phan.

Do d6 sb phan phai dém 1a 1+ D+M, trong d6 D 1a s6 duong chéo cua da giac, M
la s6 giao diém cia cac duong chéo ¢ bén trong da giac.

15(15—3)

Theo Bai 2.36 ¢ trén ta c6 1+ +1365=1456 (phan).

Bai 2.39. Trén mat phiang, danh dau 2015 diém, trong d6 khong c6 bén diém nao la
dinh ciia mot hinh vuéng, con 2011 diém nam trong hinh vuéng. Nbi cac diém do
vé6i nhau sao cho khdng c6 doan ndi nao chira diém danh dau trir dau mut, khéng c6
hai doan danh dau nao c6 diém chung trir dau mat.

a)  Tinh sb tam giac tao thanh.

b) Tinh sé doan thang duoc nbi.

Huéng din giai. Twong tu nhu Bai 2.33.

a) Co 4024 tam giac.

4024.3+4

b) = 6038 doan thang dugc ndi.

Bai 2.40. Trén mat phang cho bay diém. V& tat ca cac doan thang ndi hai trong bay

diém 4y rdi vé& cac trung diém cua chang. C6 it nhat bao nhiéu trung diém?
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Lo giai. Goi A va B 13 hai diém c6 khoang céach I6n nhat trong bay diém do. 1 1a
trung diém cua doan thang AB.

Goi nam diém con lai la C,D,E,F,G va trung diém cua cac doan théng

AC, AD, AE, AF, AG lan luot 1a 1,,1,,1,,1,,1,.

Céc diém nay khong thé triing nhau va thudc duong tron (A; Al).

Tuong ty goi I, 1,15, 15,1, 1an luot 13 trung diém cua cac doan thang

BC, BD, BE, BF,BG thi I,1,,1,,1,,1,, khdng tring nhau va nam trong dudng tron
(B:BI).

Nhu vay ¢6 11 trung diém.

Cho nén c6 nhiéu hon 11 trung diém cia cac doan thang ay, hinh 101.

€}

Hinh 101

Ta c6 hinh 102 théa mén 1a c6 11 trung diém.

L L, 1, 1 I In g, L 1, I T
Ae — e . ———— - — o B
C D 1 E F

Hinh 102

T6m lai ¢6 it nhat 11 trung diém.
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Bai 2.41. Trén mot duong tron cho tam diém, M 12 mot trong cac diém do. Xét tat

ca cac da giac 16i co dinh 1a cac diém di cho. Goi A 14 tap hop cac da gidc nhan M

lam dinh, B la tap hgp céac da giac khong nhan M lam dinh. Hoi tap A hay B co

s6 phan tir nhiéu hon?

Loi giai. N&i M voi hai diém trong sé bay diém con lai ta dugc mot tam giac. Vay

sé tam giac 1a C .

N&i M véi ba diém trong bay diém con lai ta dwgc mot tir gidc. Vay sb tir giae 1a
3

C.

Do @6 s6 phan tir ciiatap hop A 12 C2+C+..+C..

Bo M rata con lai bay diém. Cir ndi ba diém ta dwgc mot tam giac nén sé tam giac
A ;30 N 3

khong co dinh M la C 7.
) A z A -z A 4 \ 9 \ 3 7

Ctr nhu the ta ¢6 so da giac khong ¢c6 M lam dinh la B=C,+...+C,-

Nhu vay s6 phan tir ciia tap A nhiéu hon sb phan tir cua tap B 1a C .

Bai 2.42. Cho mot thap giac 15i.
a) Co bao nhiéu tu giac 16i co dinh 1a bon trong cac dinh cua thap giéc.

b) Goi M la mot diém nam trong thap giac nhung khéng thudc cac duong chéo.
Goi sb tir giac chira M bén trong 1a m, s6 tam giac chaa M bén trong 12 n. Chiing
minh rang m chia hét cho 7, con n chia hét cho 2.

Loi giai

a) Ctr chon bén trong 10 diém ta
dugc mot tir gidc nén sb ta giac la
C,,=210.

b) Khi M thugc mot tar giac thi co

M thudc hai tam giac. Cho nén sé

tam giac gap hai lan sé ta giac va

bang 2m. Vay n chia hét cho 2. Hinh 103
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Mt khac, s6 tam gidc noi trén duoc tinh bay 1an. Vi néu M thuoc AABC thi M
thudc bay tir giac tao thanh bang cach chon thém mat trong bay diém con lai cua

thap giac.
Viy s6 tam giac khac nhau chia M 1a n :ZTm. Nén m chia hét cho 7.

Bai 2.43. Trén mit phang cho n duong thang. Biét khong c6 hai duong thang nao
song song va khéng c6 ba duong thang nao dong quy. Tinh sé cac mién dugc tao
thanh va sb cac da giac 16i trong cac mién nay.

Loi gidi

Ki hiéu S(n) 1a s6 mién mat phang do n dudng thang tao ra.

Puong thang 1 chia mat phang thanh 1+1 mién.

Puong thang 2 chia mat phang thém 2 mién.

DPuong thang 3 chia mat phang thém 3 mién.

Puong thang tha n cit n—-1 duong thang con lai tao thanh n-1 giao diém, chia
duong thang th n thanh n khoang, mdi khoang nay chia cdc mién chira n6 l1am 2
mién.

Ctr nhu thé, duong thang n chia mat phang thém n mién.

Vay sé mién 1a 1414243+, +n="0=D .

Vi sb duong thang 1a hitu han nén ton tai mot da giac bao cac giao diém cua céc
duong thang.

Mdi duong thang da cho cit cac canh cia da giac bao tai hai diém phan biét tao
thanh hai tia nam ngoai da giac bao.

Nhu vay ¢ 2n tia ndm ngoai da giac bao, tao thanh 2n mién khdng bi chan.

n(n—-1)

Vay sé mién b chan 12 S(n)—2n = +1-2n :@u.

2.6. Panh gia d¢ dai, goc, dién tich
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Bai 2.44. N6i mot diém M nam trong mét luc giac déu ¢ canh 2 véi cac dinh caa
luc giac déu do6 ta duoc sau tam giac. Chirng minh rang trong sau tam giac ay, ton
tai hai tam giac ma mdi canh khdng nho hon 2.

Lo giai. Gia sir c6 mét luc giac déu ABCDEF, tam O.

+Néu M tring véi O thi bai toan duoc chirng minh.

+ Gia st M nam trong hoac trén bién cua AAOB.

Xét AEOD, ta c0

MED > 60°; MDE >60° nén EMD <60°.

Khi dé

ME>ED=2,MD>ED=2.

Vay AMED c0 tat ca cac canh khong nho hon 2.

Ta sé ching minh mét trong hai tam giac c6 canh chung vai AMED théa maén bai
toan, d6 1a AMEF hoac AMCD.

MF +MC > EC =4. A B

Do d6 mot trong hai canh MF,MC v

I6n hon hozc bang 2.

Gia st MF 16n hon hodc bang 2 thi

AMEF c6 tat ca cac canh khong nho F C

hon 2. Ta c6 diéu phai chiing minh.

E D
Hinh 104
Bai 2.45. Bén trong mot hinh vudng canh 1 ¢6 20 diém. Chting minh rang trong s6
cac tam giac c6 dinh 1a cac diém d6 hodc cac dinh hinh vudng, ton tai mot tam giac
¢6 dién tich khang quéa %
Loi giai
Céch 1. Sau khi chia hinh vudéng thanh cac tam giac khong cé diém trong chung sao

cho dinh cta tam giac 1a 20 diém da cho va bén dinh caa hinh vudng. Mdi diém da
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cho déu 1a dinh cua it nhat mét trong cac tam giac va sb tam giac khéng chia thém
duoc nira. Khi d6 tong cac goc ¢ dinh nam trong hinh vuéng la

20.4v =80v.

Téng céc goc cua hinh vudng 12 4v.

Do d6 tong cac goc cua tat ca cac tam giac tao thanh 1a 84v .

Cho nén sé tam giac tao thanh Ia Szﬂ =42 . Vay téng dién tich 42 tam giac 1a 1.
V

Tur d6, t6n tai mot tam giac co dién tich khong qua % .

Céach 2. Goi 20 diém nam trong hinh vudng 1a A, A,,..., A,,.

+ Budc 1: N6i A voi cac dinh cia hinh vudng ta dugc bon tam giéc.

+ Budc 2: Xét cac diém A Véi k =2;20.

Néu A niam trong mot tam giac di tao ra (chang han A, nhu hinh), ta ndi n6 véi ba
dinh ciia tam giac d6. S6 tam giac ting thém 2 (tir 1 1én 3).

Néu A nam trén canh chung cua hai tam giac da tao ra thi ta ndi nd véi hai dinh doi

dién canh d6. S6 tam giac tang thém 2 (tir 2 thanh 4).

Hinh 105

Viy sau budc 1 ta dugc 4 tam giac. Sau mdi budc tiép theo duoc thém 2 tam giac.

Nhu vay tong sb tam giac 1a 4+2.19=42.
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Téng dién tich 42 tam gi4c 1a 1 nén ton tai mot tam giac co dién tich khong qué
1
42
Tong quat. Bén trong mot hinh vudng canh 1 ¢6 n diém. Chitng minh ring trong

s6 cac tam giac c6 dinh 1a cac diém d6 hodc cac dinh hinh vuéng, ton tai mot tam

giac cdé dién tich khdng quéa

an+2°

Chuong 3
Mot so deé thi c6 n¢i dung hinh hoc t6 hop
3.1. Pé thi tuyén sinh chuyén
Bai 3.1 (Pé thi tuyén sinh PTTH Chu Vin An va THPT Amsterdam 2003 - 2004
(vong 2)). Ly bén diém & mién trong ctia mot ti giac dé cung voi bén dinh ta duoc
tam diém, trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang. Biét dién tich cua tir giac la

1. Chizng minh rang ton tai mot tam giac c6 ba dinh Iy tir tim diém da cho c6 dién
, " .1
tich khéng qua —.

gqua

Tong quét hoa bai toan cho n - giac 16i vai n diém nam & bén trong caa da giac do.
Loi giai. Noi cac diém thanh cac tam giac sao cho khong cé hai tam giac nao co
diém trong chung va phii vira kin tir giac.

Tong cac gac tao thanh 1a 20v.

Cho nén sb tam giac tao thanh 1a % =10 (tam gié&c).
Vv

Theo nguyén li Dirichlé, trong tir giac c6 dién tich bang 1, dit 10 tam giac thi ton
tai it nhat mot tam giac c6 dién tich nho hon hoic bang % D6 1a diéu can chang
minh.

Téng quét

Trong n - giac 16i c6 dién tich S, lay m diém phan biét trong d6 khong c6 ba diém

S

nao thang hang. Khi dé ton tai mot tam giac c6 dién tich khéng qua Pt
m+n-—
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Chitng minh. Néi cac diém lai voi nhau thanh cac tam giac sao cho khong c6 hai
tam giac nao c6 diém trong chung va lap day da giac.
Khi d6 tong cac goc tao thanh 13 (4m+2n—4)v.

(4m+2n—4)v

S6 tam giéc tao thanh 1a :
V

=2m+n-2(tam gi&c).

Tong dién tich céc tam giac 12 S nén ton tai mot tam giac co dién tich khéng qué

S
2m+n—-2

e  Bai tuong tu
Bai 3.2. Bén trong mot ngil giac dat sau diém sao cho khong ¢ ba diém nao thang

hang. Biét dién tich cua ngii giac 13 10. Chirng minh rang ton tai mot tam giac co ba

dinh lay tir 11 diém d4 cho c6 dién tich khong vuot qua % :

Bai 3.3 (Pé thi tuyén sinh PTTH Chu Vian An va THPT Amsterdam 2004 - 2005

(vong 2)). Cho mét da giac c6 chu vi bang 1. Chirng minh rang c¢6 mot hinh tron
ban kinh r =% chira toan bé da gidc do.
Loi giai
Trén bién da giac 1y hai diém M va N sao cho chdng chia bién cua da giac thanh
hai ntra ¢ chu vi bang nhau va bang %
Goi O la trung diém MN .
Xét duong tron (O;%).
Liy diém A tuy ¥ trén bién da giac thi
%2AM+AN.ﬂa

Liy B ddi xitng voi A qua O duwoc AMBN 12 hinh binh hanh, hinh 115.
AM + AN = AM + MB > AB =2A0. (13)
Tur (12) va (13) ta co
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2AOS1<:>AOSE.
2 4

Vay A bi pha boi hinh tron (o;%).

Véi A 1a diém bat ki trén bién cua da gidc nén toan b da giac duoc chira trong

hinh tron (o;lj.
4

Hinh 115

e Baitwong tu

Bai 3.4. Cho mét da giac ¢ chu vi bang 10. Chirng minh rang c6 thé phu kin da

gi&c boi mot hinh tron ban kinh r =g.

Bai 3.5 (PTTH Chu Vian An va THPT Amsterdam 2005 - 2006 (vong 2)). Cho hinh
vudbng ABCD va 2005 duong thang dong thoi thoa man hai diéu kién

a) M&i duong thang déu cit hai canh d6i cua hinh vudng.

b) Mbdi duong thiang déu chia hinh vuéng di cho thanh hai phan c6 ti s6 dién tich
la 0,5.

Chung minh rang trong 2005 duong thang dé co it nhat 502 duong thang dong quy.

Léi gidi
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S 1

AMND

EJ 1

Taco eSO TS (E va F lan luot 1a trung diém cua AD va CB).

2 K

MBCN

Vay mdi dudng thiang di cho chia duong trung binh caa hinh vuéng theo ti s6 1:2.

C6 bdn diém chia duong trung binh
cua hinh vudng theo ti sé do la
1,J, K, T nhu hinh vé trén. (véi P va
Q lan luot 13 trung diém cua AB va
CD).

E] FT Pl QK 1

JJ TE 1Q KP 2°

C6 2005 duong thang di qua 4 diém
nén theo nguyén li Dirichlé, cé it nhat
502 duong thang cung di qua mot
diém.

Ta c6 diéu phai chizng minh.

'\' M P
A = B

x\:Q

Hinh 116

Bai 3.6 (Pé thi tuyén sinh THPT chuyén tinh Thanh Héa 2004 - 2005). C6 hay

khéng 2003 diém trén mat phang ma bat ki ba diém nao trong chiing déu tao thanh

mot tam giac cé goc tu.

L&i giai. Ta chirng minh bai toan tong quat sau

Véi moi s6 tu nhién n 1én khdng nho hon 3, lubn ton tai hé n diém ma ba diém bat

ki trong ching déu tao thanh mot tam giac c6 gac to.

Vé nira duong tron duong kinh AB, trén nira duong tron do léy n diém AA, . A,

ma ba diém bét ki trong chiing déu tao thanh mot tam giac.

Trong AAAA, chic chan c6 mot goc
td (goc noi tiép chan cung 16n hon cua
ntra duong tron), hinh 117.

Vay lubn ton tai n diém trén mat

phing thoa man dé bai.
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Hinh 117
Bai 3.7 (Tuyén sinh chuyén, Pai hoc Khoa hoc ty nhién, 2005 - 2006).
Cho da gidc déu (H) c6 14 dinh. Chitng minh rang trong sau dinh bat ki cua (H)

lubn c6 bdn dinh 1a cac dinh caa mot hinh thang.

Loi giai

Ta ching minh bai toan phu sau

Néu AB,CD Ia hai day cung bang nhau cia mét duong tron (O) thi A B,C,D la
bdn dinh cua mét hinh thang.

That vay

TH1. AB cit CD. Khi d6

ADB:%A/GB, DAC:%ééD.

Nén ADB=DAC tac ABCD la hinh
thang, hinh 118.

S

Hinh 118
TH2. AB khdng cit CD.
Vi AB=CD nén RB=CD.

Do d6 AC=BD hay ADC=DAB.
Vay ABCD la hinh thang, hinh 119.
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AS

B C

Hinh 119
Goi A,A,,... A, la da gidc déu noi tiép (O).
Puong chéo ndi hai dinh déi xang qua tm cia da giac nhu AA, AA,...., AA, goi
la duwong chéo chinh.
Céac dudng chéo xuat phat tir A d6i xang véi nhau qua AAthi bang nhau. Vay c6
11 dudng chéo xuat phat tir A nén c6 sau d6 dai khac nhau.
Tuong tu véi cac duong chéo chinh khac.
Lai dua trén tinh chat da giac déu nén voi tat ca cac dudng chéo cua da giac, chi co
sau d6 dai d6i mot khac nhau.

Véi sau diém bat ki cua da giac, tao ra s6 doan thang la 6—25 =15, trong d6 nhiéu

nhat nam doan thang 1a canh da giac. Do d6 c¢6 it nhat 10 doan thang 1a dudng chéo.
Ma c6 sau do dai khac nhau nén it nhat hai dudng chéo co cung do dai. T giac tao

boi cac dau mat cua hai duong chéo d6 thoa man l1a hinh thang.

Bai 3.8 (Pé thi tuyén sinh THPT chuyén, Dai hoc Khoa hoc tu nhién, 2006 - 2007).
Chang minh riang da giac 16i 2n canh ne¥,n>2 ludn c6 it nhat n dudng chéo
khong song song vai bat ki canh nao cua da giac do.

Loi giai

Gia st tat ca cac duong chéo cua da giac déu song song véi mot canh nao dé cua da
giac.

S6 duong chéo la
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2n(2n-3)
2

Vay thay 2n(n—2) +n khi chia cho 2n

=2n(n—2)+n.

duoc n—2 du n.

Theo nguyén 1i Dirichlé, ton tai n-1
duong chéo cung song song vai mot
canh d cua da giac.

Goi d, 1a duong chéo xa d nhat, hinh

118. d
Hinh 118

Vi canh d va n—1 duong chéo, ta da co 2+2(n—-1) =2n dinh cua da giac.

Nhu vay d, phai la canh cua da giac chir khdng phai 1a duong chéo.

Diéu nay trai véi cach goi d, nén ton tai mot duong chéo khéng song song véi canh
nao cua da giéc.

Xét canh AA, cua da giac. Vay cO nhiéu nhat n—2 dudng chéo cling song song
voi AA,. .

Cho nén véi 2n canh, sé dudng chéo song song véi cac canh cua da giac nhiéu nhat
la 2n(n—2) =2n*—4n.

Ma c6 2n?—4n+n duong chéo nén sé duong chéo khong song song vai canh ndo
cua da giac khong it hon (2n° —4n+n)—(2n°—4n) =n.

Vaiy ta c6 diéu phai chang minh.

Bai 3.9 (Pé thi tuyén sinh PTTH chuyén KHTN 2008 - 2009 (vong 2)). Cho 13
diém phan biét nam trong hay trén canh cua mét tam giac déu c¢6 canh 6cm. Ching
minh rang ludn ton tai hai diém trong s6 13 diém di cho ma khoang cach giira
chung khong vuot qué J3cem.

Loi gidi

Gia sir AABC déu canh 6cm.
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Chia tam gi4c AABC thanh 12 phan A
nhu hinh vé véi

+ D,E,F lan luot 1a trung diém cua
cac canh BC, AB, AC.

+ G latrong tam AABC.

+ H,1,J lan luot 13 trung diém cua '
AG,BG,CG, hinh 119. ‘
Theo nguyén li Pirichlé, ton tai it nhat 1

B

hai diém trong 13 diém da cho cing D C
Hinh 119

thudoc mot hinh nho.
Puong kinh mdi hinh nhé khéng qua /3 cm, hai diém dé théa man yéu ciu bai

toan.

Bai 3.10 (Pé thi vao chuyén Hung Vuong 2000 - 2001). Trong dudng tron lay 2031
diém tdy y. Chang minh rang c6 thé chia hinh tron nay thanh ba phan bai hai day
cung sao cho phan thir nhat c6 20 diém, phan tha hai c6 11 diém, phan thir ba c6
2000 diém.

Loi giai

Vi s6 diém 1a hiru han nén s cac duong thang di qua hai trong 2031 diém d6 13 hitu
han. Do d6 s6 giao diém cua cac duong thang d6 voi dudng tron 1a hiru han. Vi vay,
ton tai diém A thudc duong tron nhung khong nam trén bat ki dwong thang nao

trong s6 dang xét.
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Hinh 120

V& cac tia g6c A di qua 2031 diém di cho, cac tia nay cat duong tron tai cac diém
B,,B,....,B,y;, (theo chiéu kim dong ho ké tir A), hinh 120.

RG rang cac tia nay la phan biét.
V& tia nam giira hai tia AB,, va tia AB,, cit duong tron tai B, tia nam giira hai tia

AB,, Va AB,, cat dudng tron tai C.

Céac day AB va AC thoa man dé bai.
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3.2. Pé thi hoc sinh giéi

Bai 3.11 (Ha Noi 2011 - 2012). Cho 8045 diém trén mot mit phing sao cho cir ba
diém bat ki tao thanh mét tam giac c6 dién tich nho hon 1. Chang minh rang luén
c6 thé c6 it nhat 2012 diém nam trong tam gi4c hodc trén canh caa tam giac c6 dién
tich nho hon 1.

Loi gidi

Cach 1. Chon hai diém cd khoang cach Ion nhat trong 8045 diém da cho, gia st
khoang cach do 1a x.

Vi cac tam giac co dién tich nho hon 1 nén cac diém di cho nam trong mot hinh chi

nhat co canh la 3.2 :ﬂ.
X X

Chia hinh chir nhat d6 thanh bon phan bgi cac duong chéo. Mdi phan c6 dién tich

X
nhé hon Tzl. Ma theo nguyén li Dirichlé, 8045 chia 4 duoc 2011 du 1 nén ton

< |

tai mot phan chtra it nhat 2012 diém da cho.

CAch 2. Xét tam giac c6 dién tich 16n nhat, gia st d6 14 AABC.

Qua A B,C ké cac duong thiang song song vai cac canh dbi dién ta dugc ba tam
giac co dién tich dung bang dién tich AABC.

Néu c6 diém nao nam ngoai bon tam giac trén thi ndi diém d6 véi canh di dién
thuoc AABC sé tao thanh tam gidc méi cé dién tich 16n hon dién tich AABC. biéu
nay vo li.

Vay tat ca 8045 diém nam trong bon tam giac d6. 8045 chia 4 duoc 2011 du 1 nén

t6n tai mot tam gi4c chua it nhat 2012 diém da cho.

Bai 3.12 (Pé thi hoc sinh gioi thanh phé Ha Noi, 5/4/2013). Cho 2013 diém
AA,.... Ay, va duong tron (0;1) tdy y nam trén mat phang. Ching minh rang ton
tai diém M trén duong tron sao cho MA +MA, +...+ MA,,, > 2013.

Hwéng giai

Tuong tu Bai 2.108.
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Twong tw
Bai 3.13. Cho 2020 diém A, A,,.., A, va duong tron (O;2) tly y nam trén mat
phing. Chang minh ring ton tai diém M trén duong tron sao cho

MA +MA, +...+ MA,,, >4040.
3.3. Dé thi dé nghi Olympic truyén thong 30/4 lan XX - nim
2014
Bai 3.14 (THPT chuyén Thoai Ngoc Hau - An Giang). Mdi dinh cua mot ciu giac
déu dugc td mot trong hai mau xanh hodc do. Chieng minh ring ton tai hai tam giac
¢6 dinh 1a dinh cia ctru giac, déng dang véi nhau va cac dinh cua ching duoc to
cung mot mau.
Lo giai. Ta goi mot tam gidc do (xanh) néu tat ca cac dinh ciia chung duoc to cling
mot mau do (xanh).
Chin dinh cta ctru gidc dugc t boi hai mau nén ¢ it nhat nim dinh dwoc t6 cing
mau, gia str ndm dinh d6 t6 mau do. VAay co it nhat CZ =10 tam giac do.
Ki hiéu T la tap hop cua 10 tam gidc nay. Ta sé chirng minh trong 10 tam giac nay
c6 hai tam giac dong dang véi nhau.
Gia str ¢O curu giac véi cac dinh theo thir tu A, A,,..., A, ndi tiép duong tron (0),
chia duong tron thanh chin cung bang nhau, mdi cung nho nay goi la mot “1a”.
Xet tam giac AAA voi AA <AA <AA.Goi a;,a,,a, la s6 14 trén cac cung
tuong ung KA, KA K7 . Khi d6 mdi tam gidc AAA tuong Gng véi by s
(a;;8,;84) thdaman 1<a, <a, <a, <7 va a; +a; +a, =9.
Chia T thanh cac tap con T, ma mdi tap con T, chira cac tam giac dong dang thudc

T . Nhu vay mdi T, tuong ang véi mot bo s6 1a nghiém cua hé phuong trinh

X+y+z=9
1<x<y<z<7 (14) va nguoc lai.

X,y,2e¥’

H¢ (14) c6 bay by nghiém la (L17),(L2;6),(1,3;5),(1;4:4),(22;5),(2;3;4),(3,3;3).
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Vay c6 bay tap T,, ma trong T c6 10 tam giac nén co it nhat hai tam giac thuoc

cung mot tap T,. Hai tam giac nay thoa mén bai toan.

Bai 3.15. Cho hinh vuéng c6 canh bang 20. Bén trong hinh vudng chon 2010 diém.
Xét tip hop A c6 2014 diém gom 4 dinh hinh vudng va 2010 diém vira chon.
Chung minh rang, ton tai it nhat mot tam giac c6 ba dinh thudc A véi dién tich nho

hon i )
10

Hudéng dan giai
Xem Bai 3.1.

Bai 3.16 (THPT chuyén Long An - Long An). C6 32 hat mé trén bé mat hinh vuéng
canh 8cm ctia mot chiéc banh. Ching minh rang ton tai hai hat mé ¢ khoang cach
to1 nhau nho hon 2cm.

Loi gidi

LAy mdi hat mé 1am tdm dung hinh tron béan kinh 1cm. Cac hinh ndy nam tron trong
hinh vuéng c6 canh 10cm 1 mé rong cua hinh vudng 8cm vé mdi phia 1cm.

Téng dién tich cua cac hinh tron nho 1a 327 >100 la dién tich hinh vuéng mé rong.
Vay c6 hai hinh tron c6 diém chung va khoang cach giita tim cua ching nhé hon

2cm.

Bai 3.17 (THPT Nguyén Hué - PhG Yén). Cho hinh vuéng ABCD c6 canh
AB =14cm, trong hinh vudng d6 c6 danh dau 76 diém phan biét. Ching minh rang
t6n tai mot hinh tron ¢ béan kinh bang 2cm chira it nhat bn diém trong s6 cac diém
trén.

Hwéng din giai. Chia hinh vuéng ABCD thanh 25 hinh vuéng cé canh bing

%cm. Khi d6 c¢6 mét hinh vudng chira it nhat bn diém. Ta chang minh ban kinh

hinh tron ngoai tiép hinh vudng nhé dé nhé hon 2cm.
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Bai 3.18 (THPT chuyén Nguyén Binh Khiém - Vinh Long). Trong hinh chit nhat

kich thudc 1x2 ta lay 6n%+1 diém, véi n la sé nguyén dwong. Ching minh ring

tn tai mot hinh tron ban kinh = chira khong it hon bén diém trong sé céc diém da
n

cho.

Hudéng dan giai

Chia hinh chir nhat thanh hai hinh vuéng 1x1. Khi d6 ton tai mot hinh vuéng 1x1

chua it nhat 3n? +1 diém.

Xét hinh vuéng chira it nhat 3n?+1 diém, chia mdi canh hinh vudng thanh n doan

bang nhau, mdi doan c6 do dai l. Khi d6 tao duoc n® hinh vudng canh 1 . Tiép tuc
n n

chia 3n?+1 diém vao n? hinh vudng thi tdn tai mot hinh vudng canh 1 chaa it nhat
n

bbn diém.

Goi hinh vudng c6 chia it nhat bn diém d6 1a ABCD, tam O.

DPuong tron ngoai tiép hinh vudng ABCD c6 ban kinh OA= ,/%% =§ < l.
n n n

Do d6 hinh tron tam O ban kinh 1 chtra ca hinh vuéng ABCD tirc 14 chta ca bén
n

diém trén. Ta c6 diéu can ching minh.

Bai 3.19 (THPT chuyén Tran Hung Pao - Binh Thuan). Cho mot da giac don
(khéng nhat thiét 15i) c6 chu vi 12. Chitng minh rang c6 thé phu kin da giac bang
mét hinh tron ¢ ban kinh bang 3.

Huéng din giai

Xem Bai 3.3.
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KET LUAN
Luan vin dd dat duoc mot sé két qua sau
- Luan van di hé théng va phan loai mot s phuong phap va mét s dang toan
thudng gap vé hinh hoc t6 hop.
- Luan van d3 suu tap duoc nhiéu bai toan hinh hoc to hop hay trong céc ki thi
hoc sinh gioi Trung hoc co s, Olympic 30/4.
Du da c¢6 c¢d ging hét sic trong qué trinh 1am luan van, nhung luan vin kho tranh
khoi nhirng thiéu s6t nhat dinh. Em rat mong nhan duoc sy chi bao cua quy thay cd

va nhitng gop y cua ban doc dé luan van dugc hoan thién.
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TAI LIEU THAM KHAO
Bai giang Cac phuong phap va k¥ thuat chirng minh, trinh bay tai chuong trinh
Gap g toan hoc 2010 do PHQG Tp.HCM t6 chuc tir ngay 25/1-31/1/2010.
Vii Hitu Binh, Céc bai toan hinh hoc té hop ding cho bac trung hoc co so,
NXB Giao Duc, tai ban lan tha hai.
http://diendantoanhoc.net/.
http://tailieu.vn/.
Nguyén Manh Ha - Poan Thanh Tung - Vii Hiru Khuong, Gidi thiéu dé thi
tuyén sinh Trung hoc phé théng chuyén, Nha xuat ban Ha Noi, 2011.
Nguyén Hiru Bién, Mot s6 chuyén dé hinh hoc té hop, NXB Gido Duc, 2005.
Vii Binh Hoa, M6t s6 kién thire co sé hinh hoc t6 hgp, NXB Gido Duc, 2001.
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DANH MUC CAC TU VIET TAT
THI1: Truong hop 1.
TH2: Truong hop 2.
THPT: Trung hoc phé théng.
PTTH : Phé théng trung hoc.
KHTN: Khoa hoc tu nhién.
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