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MG dau

Trong cac tng dung thic té thuong nay sinh cac bai toan ngudc, khi biét
cac dit lieu dau ra can khoi phuc lai dit lieu dau vao, hoiic khi biét dit lieu vao-ra
phai nhan dang cac tham s6 ctia hé théng. Cac bai toan trong chup anh cat
16p, khoi phuc anh, du bao duong huyét trong diéu tri benh tiéu dusng, vv... 1a
nhitng bai toan ngugc thuong gap.

Bai toan ngugce néi chung la bai toan dat khong chinh, tic la, nghiém cua
n6 khong phu thuoc lién tuc vao dit lieu ctia bai toan. Cac phuong phap giai sé
on dinh bai toan dit khong chinh bing céch dua vé nhitng bai toan dit chinh
dugce goi la cac phuong phap hiéu chinh. Trong luan van nay em xin trinh bay
ve mot s6 phuong phéap hiéu chinh gidi bai toan ngude tuyén tinh.

Luan vin gom 3 chuong:

e Chuong 1: Kién thiic chuan bi
Trong chuong nay, em nhéc lai mot sé khai niém co ban ctia giai tich ham,
bai toan ngugce va bai toan dat khong chinh.

e Chuong 2: Toan tt hiéu chinh
Trong chuong nay, em trinh bay cac khai niém vé toan tit hiéu chinh, cap
t61 uu va cac dinh 1i lien quan.

e Chuong 3: Cac phuong phap hiéu chinh lién tuc

Chuong nay trinh bay vé toan tit hiéu chinh lién tuc, qui tic chon tham s6

tien nghiem, nguyéen 1y do lech,qui tic chon tham s6 hau nghiém cai tién.



L&i cam on

Trude tién, em xin bay t6 long biét on sau sic t6i GS.TSKH. Pham Ky
Anh, nguoi da tryc tiép huéng dan va tan tinh chi bdo em trong sudt qua trinh
em hoc tap va thuc hién luan vén.

Em cling xin cam on Ban chit nhiém khoa Toan - Co - Tin hoc cuing toan
thé cac thay gido, co gido trong khoa Toan - Co - Tin hoc, phong Sau dai hoc,
truong Dai hoc Khoa Hoc Ty Nhién - Dai Hoc Qudc Gia Ha Noi da gitp dd em
trong sudt qué trinh hoc tap va lam luan van.

Cubi cling, toi xin duge gui 161 cAm on chan thanh t6i cdc dong nghiép,
gia dinh va ban be da dong vién, giup dé va tao diéu kién vé moi mit trong qua
trinh t6i hoc tap va lam luan vén.

Do thoi gian thie hién luan van khong nhiéu, kién thitc con han ché nén
khi lam luan van em khong tranh khoéi nhitng sai s6t. Em rat mong nhan dudc
su g6ép ¥ va nhitng ¥ kién phan bién ctia quy thay co va ban doc.

Xin chan thanh cam on!

Ha Noi, ngay 10 thang 11 nam 2014

Hoc vién

Pham Thi Gam



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay, toi sé nhac lai mot s6 két qua co ban clia gidi tich ham
cling nhu trinh bay mot s6 khai niem vé bai toan ngudc va bai toan dat khong

chinh.

1.1 Mot sé két qiia cd ban cuia giai tich ham

1.1.1 Khong gian

Cho X 13 mot khong gian tuyén tinh trén truong sé thuc hoac phic K.

Cac phan tt ctia X goi 1a cac véc to, cac phan tii clia K 13 cac vo hudng.

Mot chuan trén khong gian tuyén tinh X 1a mot ham gia tri thuc khong am

r— x|,z € &,

thoa man:

(i) Ve e X,||z]| =0 2 =0,

(ii) [Joz]] = |alllz]|, Vo € X, Vo € K,

(i) [z +y| < [lzll + [[yll, Vo, y € X.

Mot khong gian tuyén tinh v6i mot chuan duge goi la khéng gian tuyén

tinh dinh chuan. D& thiy anh xa
(;U,y) — Hx_y|’7<$7y) € X x Xu

xac dinh mot métric trén X.

Mot khong gian tuyén tinh dinh chuan va day du duge goi la khéng gian
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Bannach.

Xét khong gian tuyén tinh & véi tich vo hudng (.,.) va dnh xa

(z,y) — (2, 9)

trén X x X théa man cac tinh chat:

(1) (x,z) > 0,Vr € X,

(17) Ve € X, {x,2) =0z =0,

(1i) (ax,y) = alx,y),Va € K Ve, y € X,

() (x +y,u) = (x,u) + (y,u),Vr,y,u € X,

(v) {a,y) = (y,2), Yo,y € X.

Mot khong gian tuyén tinh cling véi tich vo huéng trén né goi la khong
gian cé6 tich vd huéng. Mot trong nhitng bat déng thitc quan trong trén khong
gian c6 tich vo huéng la Bat dang thic Schwarz hay con goi 1a Bat ding thic
Cauchy - Schwarz.

Bat dang thic Schwarz: véi moi z, y trong khong gian tich vo hudng

[z, 9)|* < (x,2)(y, y).
St dung bat dang thitc Schwarz suy ra anh xa
r— o]l = (z,2)3, 2 € X,

xac dinh mot chuan trén X. Néu X 1a day di véi metric xéc dinh béi chuan nay
thi X dugc goi la khong gian Hilbert.
Bat dang thic Holder : véi 2 = (o1, ag, ..., an),y = (81, B2, ..., Bn) trong K" va
1<p<oo,taco

1 1

> Byl < (Z%’p> (Z@ﬂ) :

j=1 j=1 J=1
trong do6 ¢ > 0 sao cho p + ¢ = pg. Cac phan tit z,y trong khong gian c6 tich vo
huéng duge goi 1a triic giao véi nhau néu (x,y) = 0. Ta ky hieu la = L y.
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Dinh li Pytago: Cho X la mot khong gian c¢6 tich vo huéng va z,y € X. Khi
do,
lz +ylI* = ] + llyll*, néu =z Ly.
V6i mot tap con S clia X, ta viét
St = {z € X|(z,u) = 0 véi moi u € S}.

Néu Si, S2 1a céc tap con ciia khong gian c¢6 tich vo huéng sao cho z L y v6i moi

r € S1 vay € Sy thi ta viét S; L So.

1.1.2 Toan ti& bi chan
Anh xa T : X — Y gifta hai khong gian tuyén tinh X va Y duge goi la
toan ti tuyén tinh néu
T(x+y)=T(x)+T(y),Vo,y € X,
va T'(ax) = oT(z),Va € K,Vz € X.

Néu T : X — Y la toan t1t tuyén tinh thi ta thuong viét Tz thay cho T'(x) véi
moi z € X. Ta ki hiéu

N(T)={x € X|Tz =0}
1a mot khong gian con cia X, duge goi 1a khéng gian khong diém cta T, va
R(T) = {Tx|z € X}

la khong gian con ctia Y, dudc goi la mién gia tri ciia 7.

Cho T : X — Y 1a toan tit tuyén tinh gitta cac khong gian tuyén tinh dinh
chuan X va Y. C6 thé thay rang 7' 1a lien tuc néu va chi néu ton tai ¢ > 0 sao
cho

[Tz < cfl=]], Ve € X,

trong truong hop nay
inf{c > 0:||Tx|| < ¢||z|,Vz € X} = sup{||Tx|||x € X, ||z| < 1}.
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Do d6, toan ti tuyén tinh lién tuc con dudc goi la toan tit tuyén tinh gidi
noi hay toan ti bi chan. Ta ky hiéu tap tat cd cac toan ti bi chan ti X vao
YVliaB(Xx,y).

Toan tif tuyén tinh P : X — X trén khong gian tuyén tinh X dudgc goi 1a

toan tit chiéu hay phép chiéu néu
Pz =x,Vx € R(P)

Do d6, mot toan ti tuyén tinh P : X — X 1a toan tit chiéu néu va chi néu

P? = P. Néu P la phép chiéu thi I — P ciing 1a phép chiéu va
R(P) = N(I — P),R(I — P) = N(P).

Cho X 1a khong gian c6 tich vo huéng. Khi d6, phép chiéu P : X — X dudc goi
12 phép chiéu tric giao néu R(P) L N (P), tic la

(x,y) =0,Vz € R(P),Yy € N(P).

1.1.3 Mot s6 dinh 1li quan trong

Cho X va Y la cac khong gian tuyén tinh dinh chuan va {7,,} 1a day cac
toan tit trong B(X,Y). Ta noéi day {7,,} hoi tu ting diém trén X, néu véi moi

r € X,{T,r} hoi tu. Dé thay T : X — Y xéc dinh bdi

Tr= lim Thx, xe X
n—r:oo

14 toan ti tuyén tinh. Tuy nhién 7' khong nhat thiét phai thuoc B(X,)).
Cho X la mot khong gian tuyén tinh dinh chuan, A C R, ag la diém tu cla
A VA 2o € X Vo € A. Ta néi rang z, hoi tu t6i z € X khi a — ag va viét
To — x khi @ — ag hay lim =z, =z,

a—rQ

néu véi moi € > 0 ton tai 6 > 0 sao cho

|z — zo|| <e khiael |a—a <6
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Mot ho {T,}aea clia cac toan tit trong B(X,)) dudc goi 1a bi chin déu néu
tap {||Tul/}aca bi chan trong R va {T,} dudc goi la héi tu tiung diém tren X

khi o — ag néu {T,x} hoi tu véi moi z € X khi a — ap.

Meénh dé 1.1. ([10] tr 31) Cho X va Y la cdc khong gian tuyén tinh dinh chudn,
{To}aen la ho bi chan déu cia cdc todn ti trong B(X,Y), vdi A la mot tap con
clia R ¢6 diém tu ag. Néu {Tw} hoi tu tung diém trén X thi todn t@ T : X — Y

zac dinh bdi Tx = lim Tux, v € X thudc B(X,)).

a—rQQ
Dinh 1i 1.1. (Nguyén lj bi chan déu) ([10] tr 32) Cho X la khong gian
Bannach, Y la khong gian tuyén tinh dinh chudn va {To}aen la mot tap con ciua

B(X,Y). Néu {||Taz||}aca bi chan vdi Ve € X thi {Ta}yaeca bi chan déu.

Dinh 1i 1.2. (Dinh li Banach - Steinhaus) ([10] tr 32) Cho X la khong
gian Banach va Y la khong gian tuyén tinh dinh chudan va {Ta}acn la mot tap
con cua B(X,Y), voi A la mot tap con cia R co diém tu ag. Néu {Tox} hoi tu
khi o — ag vdi moi x € X thi {Tu}aen bi chdn déu va todn ti T : X — Y zdc

dinh boi Tx = lim Tyx,z € X thudc vao B(X,)).

a—rQ
Dinh 1i 1.3. (Dinh li Do thi déng)([10] tr 35) Cho X va Y la cdc khong gian
Bannach, Xy la khong gian con cia X. Khi dé, toan tii tuyén tinh T : Xy — Y

dong néu va chi néu Xy la dong trong X.

1.2 Nghich dao suy rong Moore - Penrose

Cho X,V la cac khong gian Hilbert, y € Y va T : X — Y 1a toan tit tuyén
tinh. Xét phuong trinh
Ter =y (1.1)

Dinh nghia 1.1. ([8] tr 32) T € X dugc goi la tya nghiém ciia phuong trinh
(1.1])) néu
IT% - yll = mt{| Tz — o € X}, (1:2)



Dinh 1i 1.4. ([10] tr 142) Cho X la khong gian tuyén tinh, Y la khong gian
Hilbert va T : X — Y la todn tii tuyén tinh, P:Y — Y la phép chiéu truc giao
len W Véi moi y €Y, cdc ménh dé sau la tuong duong:

(1) Phuong trinh c6 mot tua nghiém.

(ii) y € R(T) + R(T)*.

(1i1) Phuong trinh Tx = Py vdi x € X ¢6 nghiém.
Chiing minh. (i) < (ii7)

Viinf{||[Tv —yl|ve R(T)} = [Py — y| nén
inf{[|Tz — yl||z € X} =inf{[lv —yll[lveR(T)}
= inf{[lv — y[[|v € R(T)} = [Py - y].
Mat khac, véi moi x € X ta ¢6
Tr—y=(Te - Py)+ (Py —y)
véi (Tz — Py) € R(T) va (Py —y) € R(T)*. Do d6

1Tz —y|* = |Tx — Py|* + | Py — y|*

nén suy ra 7 € X 1a tya nghiém ctia phuong trinh ((1.1)) néu va chi néu Tz = Py.
(i) & (i)
y € R(T)+R(T)" & y=y1+ys v6iy € R(T),y2 € R(T)" & Py = Py +Pys =

Py; =y € R(T), hay phuong trinh Tz = Py ¢6 nghiém véi moi = € X. ]

Cho X,Y va T nhu trong Dinh 1i , vli y € Y, ta ky hieu S, = {zr € X :
T2 — y|| = inf |T= — y||z € X}. Khi d6, theo Dinh 1i[L.4 S, # @ néu va chi néu
yeR(T)+R(T)".

Hé qua 1.1. ([10] tr 143) Cho X,Y va T nhu trong Dinh li,y €Y sao cho
S, # @. Néu o € S, thi

Sy ={xo+z[z e N(T)}.
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Dic bigt, néu T don dnh va y € R(T) + R(T)" thi phuong trinh (L) 6 tua

nghiém duy nhat.

Chiing manh. Dé thay zo 1a mot tira nghiém clia phuong trinh nén véi moi z €
N (T) thi g + z cling 1a mot twa nghiém. Do d6, zo + N(T) C S,. Mat khac, véi
P:Y — Y la phép chiéu truc giao lén R(T) va zo € S, thi theo Dinh 1f , v6i
moi x € Sy ¢6 Tex = Py =Txg. Vivay © = x9+ 2 Vi 2 =z — 29 € N(T). Suy ra
Sy C {xo + 2|z €e N(T)}. Vay S, = zo + N (T). Dac biet, khi N (T) = {0} thi T la
don anh. O
Dinh 1i 1.5. ([10] tr 144) Cho X,Y la cic khong gian Hilbert, Xy la mot khong

gian con cia X va T : Xg — Y la mot todn tii tuyén tinh véi N(T) déng trong

X. ChoyeR(T)+R(T)". Khi dé, ton tai duy nhit = € Sy sao cho

|27)] = inf{|l]||z € S,}.
Hon nita, ' € N(T)*- va 2t = Qzo, v6i Q : X — X la phép chiéu truc giao lén
N(T)* va o la phan ti nao dé trong S,.

Chitng minh. Cho y € R (T)+R (T)* thi theo Dinh 1i[L.4 6 8, # @. Lay x € S,
Theo Hé quéu ta c6 Sy = {wg + 2|z € N(T)}. Lay ol = Qoo v6i Q : X — X
14 phép chiéu tryc giao len V(7). Khi do, ta c6 2o = 2 + 2 v6i z € N(T). Diédu
nay suy ra rang ' = zg — 2z € Xo. Do d6, theo Dinh Ii

Tal = Tay = Py

v6i P:Y — Y la phép chiéu truc giao len R(T). Vay 2t € S,,.
Theo He qua [L.1] v6i moi z € S, ¢6 = — o' € M(T). Ap dung Dinh If Pytago ta
dugce
lz[* = [l=|* + [l= — «F|1>.
Do vay, ||#7]| < ||z|| v6i moi z € S,,.
Gia st ton tai 21 € Sy sao cho |lz1]| < ||z v6i moi x € S,,. Khi do,

1|l < Hl2") <l
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nén ||z || = ||z!||. Lai ap dung He qua[L.1]va Dinh li Pytago ta dugc z,—a' € N(T)

va ||z1]|? = ||zt 4 [|z1 — 2T||2. T d6 suy ra z; = 2. Vay 27 1a duy nhat. O

Dinh nghia 1.2. ([10] tr 145) Cho X, Y la cac khong gian Hilbert, Xy 1a mot
tap con ctia X va T : Xo — Y 13 mot toan tit tuyén tinh v6i AM(T) déng trong X.
Tit Dinh 1i [L5] v6i moi y € R(T) + R (T)* tap

Sy = {z € Xol[|Tz — y[| = inf{[|Tz — y|||z € Xo}.

khong rong va ton tai duy nhat «' € S, sao cho ||27|| = inf{||z|/|z € S,}. Thuc té,
theo Dinh 1 [1.4 va [L5, «T 1a phan tit duy nhét ctia V() sao cho

Tal = Qy,

trong d6 Q : Y — Y 1a phép chiéu tric giao len R(T).
Ta dinh nghia toan ti nghich dao suy rong theo nghia Moore-Penrose T 1a
mot quy t&c ma mdi phan tit y € R (T) + R (T)* tuong tng véi duy nhat mot

tura nghiem c6 chuan nhé nhat
TV R(T) + R(T)* — X

I3 toan tit tuyén tinh véi tap xac dinh la D(TH) = R (T) + R (T)*. Toan tit 7
dugce goi la nghich dao suy rong hay nghich ddo Moore - Penrose ciia

toan ti T va 2" = Ty duge goi 1a nghiém suy rong cta (1.1). Tt day suy ra

-1
Ty = (T|vrynx,)  Qy.y € D(T).
Ta c6 hai ménh dé sau vé nghich ddo suy rong Moore-Penrose:

Meénh dé 1.2. (/8] tr 33) Cho P,Q lan lugt la cdc phép chiéu truc giao lén N(T)
va R(T). Khi do, R(TT) = N(T)* va bébn phuong trinh Moore - Penrose
sau thoa man:
TT'T =T, (1.3)
TiTT! =TT, (1.4)
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