DAI HOC QUOC GIA HA NOI
TRUONG PAI HOC KHOA HQC TU NHIEN

NGUYEN VAN SON

UOC LUQNG GRADIENT BIA PHUONG CHO
CAC HAM p-PIEU HOA TREN DA TAP
RIEMANN

LUAN VAN THAC SI KHOA HOC

Ha No1 — Nam 2014




PAI HOC QUOC GIA HA NOI
TRUONG PAI HOC KHOA HQC TU NHIEN

NGUYEN VAN SON

UGC LUQNG GRADIENT BIA PHUONG CHO
CAC HAM p-PIEU HOA TREN DA TAP
RIEMANN

Chuyén nganh: Toan giai tich

M3 sb: 60460102

LUAN VAN THAC SI KHOA HOC

NGUOI HUONG DAN KHOA HOC:

TS. Nguyén Thac Diing

Ha No1 — Nam 2014




Muc luc

Mé dau 4
1 TOAN TU LAPLACE TREN DA TAP RIEMANN 7
1.1 Toan tit Laplace trén da tap Riemann . . . ... .. ... ... .. 7
1.2 Lién thong Affine va lién thong Levi-Civita . . . . ... ... ... 14
1.3 Tensor do cong, do cong Ricci . . . . . ... ... L. 17

2 UGC LUONG GRADIENT CHO CAC HAM p-DIEU HOA 21

2.1 Uéc lugng chuan L cho gradient ctia ham p-didu hoa . . . . . . . 21
2.2 Phuong phap lap Moser va uéc lugng gradient ciia cac ham p-diéu

hoa. Cac tng dung . . . . . . . . .. ... 36
Két luan 41

Tai liéu tham khao 42



L1 cam on

Toi xin bay t6 long biét on chan thanh va sau sic ctia minh t6i TS. Nguyén
Thac Diing, ngudi da tan tinh gitp dé va chi bao toi trong sudt qua trinh hoan
thanh luan van t6t nghiép. Qua day toi ciing xin chan thanh cam on sy gitp d6
clia céc thay gido, co gido trong to Toan gidi tich trusng Dai hoc Khoa hoc Tu
nhién - Dai hoc Qubc gia Ha Noi, cac thay co ctia Vien Toan, nhitng nguoi da
gitp dé toi trong sudt qua trinh hoc tap va nghién ctu tai truong.

Do méi lam quen véi cong tac nghién ctiu khoa hoc va con han ché vé thoi
gian thuc hién nén luan van khong thé tranh khéi nhitng thiéu sét. Kinh mong
nhan dugc ¥ kién dong gop clia cac thay co va céc ban dé luan vin dude hoan

thién hon.

Ha Noi, nam 2014



Danh muc ky hiéu

k,p
WO
kap

loc

Tap hop tat ca cac ham kha vi vo han.

Tap hop tat ca cac ham kha vi cap k c6 gia compact.
Khong gian Sobolev chita cdc ham va cidc dao ham yéu clia né t6i bac
k c6 chuan LP hitu han, v6i p > 1 cho trude.
Khong gian dinh chuan la bao déng ctia C§ trong Wk».

Khong gian cdc ham kha tich dia phuong trong Wk,



MG dau

Viéc nghién citu cac ham diéu hoa trén da tap Riemann 13 mot trong nhiing
d6i tugng chinh trong hinh hoc vi phan. Viéc nghién citu nay 1a can thiét vi Iy
thuyét cac ham dicu hoa c6 lien hé chit ché dén hinh hoc va topo ctia da tap.
Mot trong cac bai toan duge quan tam trong 1y thuyét nay 1a tim cac uée lugng
gradient cho cac ham nay. Trong bai bao noi tiéng ctia minh, Cheng-Yau [12] da
chting minh uwéc lugng gradient cho ham diéu hoa duong trén da tap Riemann

nhu sau.

Dinh 1y 0.1. (Cheng-Yau) Cho M la mot da tap Riemann day di n-chiéu vdi
Ric> —(n— 1)k, vdi k > 0 la mot hang s6. Gid st u la mot ham diéu hoa duong
trén hinh cau trac dia B(o, R). Khi dé

qp VU <o LT EVE (1)
B(o,R/2) U R

trong do C, la mot hang s6 chi phu thudc vao n.

Diéu quan trong trong udc luong ciia Cheng-Yau 1a vé phai ctia Dinh 1y 0.1
chi phu thudc vao n, s va R.

C6 hai phan chinh trong chting minh ctia dinh 1y trén. Phan quan trong dau
tien 1a cong thic Bochner duge st dung dé uéc luong can dudi ctia toan ti
Laplace tac dong lén |Vu|? clia mot ham diéu hoa v béi cidc s6 hang chi phu
thuoc vao can dudi ciia do cong Ricci. Phan quan trong thit hai 1a mot ki thuat
thong minh vé nguyéen 1y cic dai. K§ thuat nay la nhan |Vu|? véi mot ham
cut-off duge xay dyng bang cach st dung ham khodng cich. Két qua la, bat
déng thtc vi phan méi lien quan dén Laplace ctia ham khodng cach. Nhu da
biét, ham khoang cach trén da tap Riemann 1& Lipschitz déu va toan tit Laplace
tac dong len ham khoang cach c6 mot can trén chi phu thudc vao can duéi ctia
tensor Ricci.

Cach tiép can ctia Cheng-Yau 13 rat hitu ich va mot s6 két qud quan trong
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clia nhiéu bai toan khac nhau duge 4nh hudng sau siac béi dinh ly trén. Lay vi
du, nam 1979, P.Li [4] thu dugc mot u6e lugng can dudi chat cho gia tri riéng
thit nhat ctia toan ti Laplace trén mot da tap, két qua nay sau dé dudc tong
quét béi Li-Yau [5]. Céac két qua tuong tu cho phuong trinh nhigt cling thu duge
bdi Li-Yau. Ngoai ra, S.Y.Cheng [10], H.I.Choi [3] d& ching minh céc uéc lugng
gradient cho 4nh xa diéu hoa,...

Mat khac, cac ham p-diéu hoa (p > 1) dudc xem 1a md rong ty nhién clia cac
ham diéu hoa tit quan diém bién phan. N6 da dudc nghién ctu rong rai vi cé
nhicu dic trung va tng dung tha vi. So véi Iy thuyét ham diéu hoa, cac nghién
cttu ve cac ham p-dicu hoa néi chung 1a khé khan hon vi phuong trinh nay mic
dut 14 elliptic, nhung 13 suy bién va cac két qua vé tinh chinh quy 1a yéu hon.
Gan day, cdc ham p-dicu hoa dudc quan tam nghién cttu béi nhiéu nha toan
hoc. Dac biet, nam 2007, R.Moser [11] da thiét lap mot lien he gitta cac ham
p-dieu hoa va bai toan nguge cho dong do cong trung binh. Trong mot bai béo
gan day vao nam 2009, Kotschwar va Ni [2] d& chiing minh duge nhiéu két qua
cho ham p-diéu hoa, mot trong sd d6 1a mot wée lugng gradient dia phuong cho
cidc ham p-dicu hoa vdéi gid thiét rang do cong nhat cat bi chan han duéi. Dang
cht ¥ 1& hing s trong tinh toan ctia ho khong bi ting vot khi p — 1, dan dén
két qua tha vi ve bai todn ngude cho dong do cong trung binh. Phuong phéap
ching minh ctia ho 14 tuong tu véi phuong phap duge phat trien bsi Cheng va
Yau nam 1975 cho cac ham diéu hoa (tic 1a p = 2).

Kotschwar va Ni da du doan ring uéc lugng ciia ho c¢6 thé giit nguyen néu
chi gia thiét vé can dudi ciia tensor Ricci. Nam 2011, X. D. Wang va L. Zhang
[13] da chiing minh phéng doan ciia Kotschwar va Ni bang cach thiét 1ap dinh

Iy sau.

Dinh 1y 0.2. Cho (M",g) la mot da tap Riemann day di vdi Ric > —(n — 1)k.
Gid st v la mot ham p-dieu hoa duong trong hinh cau B(o,R) C M. Khi dé, ton

tai mot hang s6 Cy,, (chi phu thudc vao p va n) sao cho

Vol _ Cpn(1+ VER)
v R

trén B(o, R/2).

Chia y rang khi p = 2, cdc ham p-dieu hoa chinh 1a ham diéu hoa. Do d6



uée luong gradient nay c6 thé xem la tong quat hoa cia wée luong gradient clia
Cheng-Yau nhu da dé cap dén trong phan dau cta 10i gi6i thieu.

Toan bd ndi dung clia luan van nay la dé lam 16 cach ching minh ctia dinh
Iy ké trén clia Wang-Zhang. Luan van duge viét lai dua trén bai bao [13] v bao
gom hai chuong. Trong phan chuong mot, toi nhac lai cac kién thiic co ban vé
hinh hoc vi phan va toan ti Laplace trén da tap Riemann. Trong chuong hai,
to6i phan tich ki va trinh bay mot cach chi tiét cac bude chiing minh ctia dinh 1y
Wang-Zhang. Trong do, ching ta sit dung mot phién ban ctia cong thitc Bochner
cho ham p-dieu hoa, cong thic nay dude sit dung cho toan tit tuyén tinh hoa
clia toan ti phi tuyén A, va duge gidi thieu trong bai béo ctia Kotschwar-Ni.
Nho cong thitc nay, ching ta thu dude mot uée luong chuan trong khong gian
L’ ctia grandient ctia ham p-diéu hoa véi by phit hop. Phan tiép theo 1a ching
minh mot wée lugng can trén ciia chuan sup theo chuan L nay bang cach st
dung phép lap Moser, két qua 1a ching minh duge Dinh 1y 0.2. Toi ciing dua
ra chiing minh ctia hai két qué lien quan dén uwéc luong gradient nay. Két qua
dau tien 1a dinh 1y kiéu Harnack va két qua thit hai 1a dinh 1y Liouville cho ham

p-diéu hoa.



Chuong 1

TOAN TU LAPLACE TREN DA
TAP RIEMANN

Trong chuong nay, chiing ta sé trinh bay lai mot vai khai niém co ban ctia hinh
hoc vi phan. Dau tién, ching ta nhic lai cac khai niem da tap, da tap tron, dinh
nghia da tap Riemann. Tiép sau do, ching ta xay dyng mot vai phép toan co
ban dé dua ra dinh nghia ciia toan tit Laplace. Cudi cling, chiing ta giéi thieu

2. [N ~ . . N ~ N - £ [N + 2 2 2 ~ N
khai niém do cong Ricci va mot vai tinh chat tiéu bieu cia cac do cong nay.

1.1 Toan tit Laplace trén da tap Riemann

A. Da tap tron

Dinh nghia 1.1. Cho M la mot khong gian topo Hausdorff va cé co sd dém
duge. N6 duogc goi la mot da tap topo n chiéu néu vdi moi p € M, ton tai mot bo
ba {o,U,V} trong do U la maot lan can cua p trong M, V la mot tap con md cua

R"™, o :U =V la mot dong phoi. Mot bo ba nhu vay goi la mot ban do tai p.

Hai ban do {¢1, U1, Vi} va {2, Uz, Va} dudc goi la tuong thich néu ham chuyén

P12 = 2097 1 1(U1 NUz) — a(Ur N Uo)

1a mot dong phoi. Cha y rang cac tap anh o1 (U NUs), p2(U; NUs) 1 cac tap mé
thudc R".

Dinh nghia 1.2. Mot tip A = {¢a, Ua, Va} trén M dugc goi la mot tap ban do
néu cic bin do cia A déu tuong thich vdi nhau va |J, Uy = M. Hai tdp bdan do
trén M dugc goi la tuong duong néu hop cia ching cing la mot tap bin do trén
M.



Dinh nghia 1.3. Mot da tap tron n-chiéu M la mot da tap topo n-chieu duoc
trang bi mot 1op tuong duong cdc tap ban do sao cho cdac ham chuyén la cdc ham
tron. Mot ldp tuong duong ciia mot tap ban do tron duge goi la mot cau tric
tron trén M.

Vi du 1.4. Mot vai da tap tron ciing véi cau tric tron

e R" la mot da tap tron.

e Mot tap con md cua da tap tron cling la mot da tap tron.

Vidu 1.5. Hinh cau " = {(z1, -+ ,2pt1) € R Haf+ - +22 =1} 1a mot da
tap tron. Cho U; = S™ — {(0,---,0,1)} va Uy = S™ — {(0,---,0,—1)}, ta xét cac
phép chiéu néi ¢; : U; — R™ dinh nghia bdi

1 1

(mla"' 71771) QOQ(.I')——(ZL‘L--- :xn)'

71 (J7> 1 + Tn+1

1 Tn+1
Khi d6 {¢1, U1, R"}, {¢2, Us, R"} tao thanh tap ban do trén S”. C6 thé tinh toan
trie tiép rang anh xa chuyén ;o 1a anh xa tron. Do d6, hinh cau la mot da tap

tron.

Dinh nghia 1.6. Mot anh xa f: M — N gqitia hat da tap tron duoc goi la tron
néu vdi moi ban do {pa, Uy, Va} bat ki ctia M va {15, Xp, Yz} bt ki cia N, khi
dé anh xa

Yo fo 9051 ta(UaN fﬁl(Xﬂ» — wﬂ(f(Uo) mXB)

la tron. Ta néi rang f : M — N la mot vi phoi néu no la song dnh va f, f~1 déu

la cac anh xa tron.

Khi N =R, ta sé goi f 1a mot ham tron gia tri thiye. Tap hop tat ca cac ham
tron gia tri thuc trén M dugce ki higu la C°(M).

Bat ky anh xa tron f: M — N déu cAm sinh mot anh xa kéo-1ui
ff:C®°(N)—=C®(M),g—go f.
B. Vecto tiép xiic
Cho M 1a mot da tap tron n-chiéu.

Dinh nghia 1.7. Mot vecto tiép xic tai mot diém p € M la mot anh za tuyén
tinh X, : C®°(U) — R thdéa man quy tdac Leibnitz

Xp(fg) = f(p)Xp(g) + Xp(f)g(p)-
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